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1 Einleitung

Partielle Differentialgleichungen sind heute eines der wesentlichsten Mittel bei der mathema-
tischen Beschreibung realer Prozesse, die in verschiedensten Anwendungsfeldern zum Einsatz
kommen. Auch mathematisch bieten partielle Differentialgleichungen ausserst interessante
Strukturen, mit vielen Verbindungen zu anderen Feldern wie Analysis, Funktionalanalysis,
Differentialgeometrie, Stochastik und natiirlich Numerik.

Diese Vorlesung soll einen ersten Einblick in die Theorie partieller Differentialgleichungen (engl.
partial differential equations, PDE) geben. Im Herangehen und auch vielen inhaltlichen
Fragen folgt die Vorlesung dem Buch von Evans Evans| (1998)), das wohl zurecht von vielen als das
Standardwerk zum Thema gilt. Insbesondere werden wir uns nach der Behandlung grundlegender
linearer partieller Differentialgleichungen auch mit nichtlinearen solchen beschéftigen. Wir
konzentrieren uns in dieser Vorlesung auf die Analysis von Anfangs- und Randwertproblemen fiir
PDEs; andere wichtige Aspekte werden in parallelen oder weiterfithrenden Vorlesungen behandelt.
Neben Analysis-zentrischen Vorlesungen wie PDGL 2/3, Regularititstheorie elliptischer Probleme
und weiteren sind dies, in nicht-vollstdndiger Auflistung:

e Herleitung von partiellen Differentialgleichungen als Modell fiir reale Prozesse (Vorlesungen
zu Mathematischer Modellierung).

e Numerische Methoden zur Losung partieller Differentialgleichungen (Vorlesungen Numerik
Partieller Differentialgleichungen, Advanced Discretization Techniques, ... ).

e Inverse und schlecht gestellte Probleme bei partiellen Differentialgleichungen (Vorlesung
Inverse Problems).

e Optimale Kontrolle fiir partielle Differentialgleichungen (Vorlesung Optimization with
PDE constraints).

e Anwendungen partieller Differentialgleichungen in der Bildverarbeitung (Vorlesung PDEs
in Image Processing).

e Forschungsnahe Themen (Seminare, Praktika).

Dieses Skript basiert wesentlich auf Vorlesungsunterlagen von Martin Burger und Cornelia
Schneider, die die Vorlesung in vergangenen Semestern an der FAU Erlangen-Niirnberg gehalten
haben.



1.1 Grundlegendes

Wir betrachten in dieser Vorlesung partielle Differentialgleichungen, also Gleichungen, in denen
wir Funktionen als Unbekannte suchen und in denen insbesondere partielle Ableitungen dieser
Funktion vorkommen. Um dies zu formalisieren, bezeichnen wir fiir eine reellwertige Funktion u
in n Variablen mit D*u die Sammlung der k-ten Ableitungen, d.h.

DEy = { P[\&xl,...,awl,ﬁm,...,8352,...6%,...,8% u: ij =k, P k-Permutation }

k1 mal ko mal k., mal

Fiir Ausdriicke der obigen Form werden wir haufig eine Multiindez-Notation verwenden:
D=0, 0F .. 0w, o= (ki ks,... kn) € NG,

wobei hier die Permutationen bzw. die Reihenfolge der verschiedenen Ableitungen stillschweigend
mitbetrachtet werden, ohne sich explizit auf diese zu beziehen. Fiir den Multiindex benutzen
wir weiter den Betrag, d.h. seine ¢!-Norm |a| := Y k;. Beachte, dass im vorigen Ausdruck die
Permutation P, sprich, die tatsdchliche Reihenfolge der partiellen Ableitungen, versch

Damit kénnen wir auch gleich den wesentlichsten Begriff, den der partiellen Differentialgleichung
kléren:

— Definition 1.1: Partielle Differentialgleichung
test Sei ) # U C R"™ offen und sei k& € N. Betrachte

F:R" xR" ' x--.xR"xRx U D D(F) > R. (1.1)
Eine Relation der Form
F(D*u(z), D Yu(z), ..., Du(z),u(z),z) =0 (x €eU) (1.2)

heisst partielle Differentialgleichung der Ordnung k, bei der die Funktion u: U — R die
Unbekannte ist. Hierbei ist implizit angenommen, dass F' nicht konstant von der ersten
Komponente, korrespondierend zu D*u, abhingt.

Wie bei jeder Gleichung kann man auch partielle Differentialgleichungen in lineare und nichtli-
neare bzgl. der gesuchten Groéfe unterteilen. Hier ist die mégliche Unterteilung aber noch ein
bisschen feiner:

— Definition 1.2: Klassifikation partieller Differentialgleichungen
Die partielle Differentialgleichung (|1.2)) heisst . ..

e linear, wenn F' von allen Variablen ausser x affin-linear abhéngt, d.h. F' hat die Form

F(D*u(z), D tu(z), ..., Du(z),u(z),z) = Z ao(x)D%(x) 4+ f(x)
| <k

flir geeignete Funktionen a,, f: R® — R,

e semilinear, wenn F aus einem linearen Anteil in den hochsten Ableitungen plus




einem nichtlinearen Anteil in den niedrigeren Ableitungen besteht, d.h.

F(D*u(z), D* (), ..., Du(x),u(z), z)

= Z ao(x)D%u(z) + G(D*tu(z),. .., Du(x), u(z), z)
la|=k

mit a, wie zuvor und einer Funktion G wie in (1.1)) fir £ — 1 mutatis mutandis,

e quasilinear, wenn F' in den héchsten Ableitungen linear ist, d.h.

F(D*u(z), D* (), ..., Du(x),u(x), z)

= Y aa(D* (), Du(x), u(x), 2) D*u(x)
|a|=k

+ G(D*Lu(x), ..., Du(z),u(z), )

mit G wie zuvor und a, wie G,

e voll nichtlinear, wenn F wirklich nichtlinear von D*u abhéngt.

1.1.1 Notation

Zu Beginn werden wir einige grundlegende Notationen festhalten und die wesentlichen Differen-
tialoperatoren einfiihren.

Grundsétzlich werden wir Funktionen in = (x1,...,z,) € R" betrachten, die wir mit u
bezeichnen. In manchen Féllen werden wir zusétzlich w als Funktion einer Zeitvariable ¢t € Rt
betrachten.

Partielle Ableitungen bezeichnen wir mit d,, bzw. 0;, die gesamten Ableitungen wie oben mit
DF. Wir nutzen die Kurzschreibweise 832,%, i= Oy, 0y;. Die Sammlung der ersten Ortsableitungen
bezeichnen wir als Gradienten und ordnen sie als Spaltenvektor:

Vu = (O, ..., 00, u).

Die Sammlung der zweiten Ortsableitungen wird auch Hessematriz genannt und entsprechend
angeordnet:

2 2
3/ VA o A 1
Vi = : ) :
2 2
Of zyt - Oz, u

Weiters bezeichnen wir die Divergenz eines n-Vektorfelds V' als

Vi
V-Vi= Oy 00,) [ 0| =0 Vit 400, Vo
Va

Die Hintereinanderausfithrung von Divergenz und Gradient bezeichnen wir mit dem Laplace-
Operator A:

Au=V -Vu=02, u+-+092 u=Spur(Vu).

121 TnTn



Fir die Randbedingungen, die zwecks Eindeutigkeit fiir partielle Differentialgleichungen gestellt
werden, werden wir auch noch eine Normalenableitung bendtigen. Sei dafiir 2 C R™ ein Gebiet
(eine nichtleere, zusammenhéngende offene Menge) und v: 9Q — R™ der dufere Normalenvektor
am Rand von Q. (Wir nehmen hier an, dass das Gebiet so freundlich “glatt” ist, dass dieser
Vektor existiert und eindeutig ist.) Dann verwenden wir die Notation

o,u=Vu-v auf 0NQ.

Die Normalenableitung 9, u beschreibt den Fluss von u iiber den Rand von €.

1.1.2 Funktionenraume

Da wir als Lésungen von PDEs Funktionen suchen, werden wir mit Funktionsrdume arbeiten,
in denen wir diese Losungen klassifizieren. Die grundlegendsten wollen wir hier kurz definieren.
Dazu sei im folgenden T C R™ nichtleer.

Den Raum stetiger Funktionen bezeichnen wir als
C(T) =C%T) = { u: T — R: w ist stetig auf T }

Rekursiv definieren wir dann fiir k£ € N die Radume der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
als

CF(T) = { w: T = R: QpueCFHY), i=1,...,n }

Glatte Funktionen auf T sind entsprechend gegeben durch

C(T) = () CH(T).

keN

Ein weiterer wichtiger Raum als Grundlage fiir viele Ansétze ist
C5o(T) = {u: T — R:ue C®(Y) und supp u ist kompakt in T},

wobei

suppu::{xGT:u(x)#O}

der Triger von u: ¥ — R istE] In den R&umen glatter Funktionen muss man sich iiber
Differenzierbarkeit keine Sorgen machen und darf sich, im Falle von C§°(T), zudem immer
auf den kompakten Trager zuriickzichen. Andererseits sind die glatten Funktionen in vielen
wichtigen Funktionenrdumen dicht, was erlaubt, viele Argumente nur fiir diese durchzufithren
und dann per Approximation zu verallgemeinern.

Wenn T kompakt ist (beschréankt und abgeschlossen), versehen wir C'(Y) mit der Supremums-
norm

lelloo = lfullcocr) = lluller = sup fu(@)] (1.3)

Der Raum C§°(Y) wird auch oft als C2°(T) bezeichnet.



und erhalten einen Banachraum. (Vollstdndiger normierter Vektorraum.) Analog ist in diesem
Fall C*(T) mit der Norm

ullor ey = max{||u||ck-_1(T),max{H@auHOO: || = k}}7

ebenfalls ein Banachraum. Wenn T beschrénkt, aber nicht abgeschlossen ist, wechseln wir haufig
auf den Abschluss Y, der dann kompakt ist.

Um auch im Falle eines unbeschriankten T Banachridume zu erhalten, betrachten wir

Cp(T) = { u: ¥ — R: u ist stetig und beschrankt auf T },

und versehen dies wieder mit der Supremumsnorm ([I.3). Analog verfahren wir fiir CF(T).

Neben stetigen Funktionen sind insbesondere mess- und integrierbare Funktionen interessant,
flir die wir die Lebesgue-Raume LP verwenden. Wenn nicht anders genannt, beziehen sich die
Lebesgue-Raume und der Begriff “messbar” immer auf das Lebesgue-Mafs. Entsprechend nehmen
wir nun T als (Lebesgue)-messbar an. Fiir 1 < p < 0o setzen wir dann

LP(T) = { u: ¥ — R messbar: /Q|u(;1:)|pd33 < 0 }

ful o ey = < /T ()P dm) " (1.4)

L£2(Q) = {u: T — R messbar: esssup |u(z)| < oo},

und

Im Fall p = oo definieren wir

zeY
mit dem essentiellen Supremum
ul gy = [[tlloo = esssup [u(z)| = inf  sup |u()],
€T INI=0ger\N

wobei | V| das n-dimensionale Lebesgue-Maf von IV bezeichnet. Die so definierten Gréken |u s ()
(1 < p < o00) sind nur Seminormen, da sie nicht zwischen Funktionen unterscheiden koénnen, die
fast iiberall (also: bis auf eine Nullmenge) gleich sind. Daher fiihren wir die Aquivalenzrelation
~ ein:
U~ U = u—v=0 fi auf T,

und definieren LP(Y) als die Faktorrdume £P(Y)/~v. Formell gesehen sind die Elemente von
LP(Y) dann Aquivalenzklassen [u] von Funktionen u € LP(Y), was wir aber im Weiteren
stillschweigend hinnehmen und dennoch tiber Funktionen in LP(Y) sprechen. Dies wird zu keinen
Problemen fiihren, solange man im Hinterkopf behélt, dass die so benutzten Funktionen nur bis
auf Nullmengen eindeutig definiert sind. Insbesondere ist

”uHLP(T) = H[U]HLI)(T) = Uiefl[ﬂ] Mﬁp(r) = |U|£p(r)
mit den entsprechenden Definitionen aus (1.3]) fir 1 < p < oo und (1.4)) fiir p = co. Gelegentlich
werden wir auch noch die lokalen Versionen der LP Rdume benutzen, diese sind definiert durch

LP

loc

(7) = { u: T — R:u € LP(K) fiir jede kompakte Menge K C T }



Grundsétzlich vollig analog kdnnen wir vektorwertige Funktionenrdume, d.h. solche fiir Funktio-
nen u: ¥ — R™ oder allgemeiner sogar u: T — X, wobei X ein Banachraum ist, definieren. Da
u(z) dann keine reelle Zahl, sondern ein Element eines Banachraumes ist, wird im Wesentlichen
in allen Definitionen der Betrag |u(z)| durch ||u(x)||x ersetztﬂ Die Notation fiir solche Rédume
ist dann C*(Y; X) bzw. LP(Y; X) und &hnliche.

1.1.3 Satz von Gaull

Ein ganz wesentliches Werkzeug wird im Folgenden der Gaufsche Integralsatz sein, den wir hier
deshalb festhalten. Fiir einen Beweis verweisen wir zum Beispiel auf Arendt & Urban| (2010). Die
Begriffe der Randregularitiit wie C1-Rand 99 fiir ein Gebiet { werden spéter in Abschnitt [3.2.2]
genauer eingefiihrt. Bis dorthin gentigt die Intuition, dass die zugrundeliegende Menge einen
schon “glatten” Rand ohne Einschnitte oder Spitzen (nach innen oder aufen) hat.

— Satz 1.3: GauBscher Integralsatz

Sei 2 C R™ eine beschrinkte offene Menge mit C''-Rand 0. Dann existiert ein eindeutig
definiertes Borel-Maft o auf 9€2, das Oberflichenmaf, so dass gilt:

/ Odju(z)de = / u(z)vj(x)do(x) (ueCYR), j=1,...,n).
Q onN

Hierbei ist v; die j-te Komponente des dufseren Normalenvektors v: 92 — R™ an 0f).

Man kann den Gaufischen Integralsatz auch fiir Mengen mit Lipschitz-Rand formulieren. In
diesem Fall darf der Rand (gutartige) Ecken und Verzweigungen aufweisen. Die dufere Normale v
existiert dann nur noch o-fast iiberall. Noch wesentlich weiter gehende Verallgemeinerungen sind
ebenfalls verfiigbar; dies ist ein Forschungsfeld in Geometrischer Maftheorie. Dort erkennt man
auch, dass das Oberflichenmaf o im Wesentlichen durch das (n — 1)-dimensionale Hausdorffmafy
Hp—1, eingeschriankt auf 0€2, gegeben ist.

Wir werden den Gaufsschen Integralsatz hauptséchlich in der folgenden Form benutzen:

— Lemma 1.4: Green’'sche Formel

Seien die Annahmen des Gaukschen Integralsatzes [1.3] erfiillt und sei u € C?(£2). Dann gilt

/Q[Au(a:)v(a:) + Vu(zx) - Vv(x)} de = / dyu(z)v(z)do(x) (v e CL(Q)).

o0

2Im Falle der Lebesgue-Raume muss man, besonders fiir p = oo, mit der Definition von Messbarkeit etwas
aufpassen; wir werden im Laufe der Vorlesung aber nicht mit Argumenten in Beriihrung kommen, fiir die
diese Problematik relevant wére.



1.1.4 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Bevor wir uns nun wirklich mit partiellen Differentialgleichungen beschéftigen, wollen wir noch
kurz einige niitzliche Resultate zu gewohnlichen Differentialgleichungen wiederholen, die wir
auch im Verlauf der Vorlesung noch brauchen werden.

Der einfachste Fall sind separable skalare Differentialgleichungen erster Ordnung. Hier suchen
wir eine Funktion u: Ry — R, die

u'(t) = p(u(t)a(t),  u(0) =uo (1.5)

erfiillt, wobei p und ¢ gegebene stetige Funktionen sind, die wenigstens auf einer Umgebung
von ug und 0 definiert sind. Durch diese Annahme ist die Existenz mindestens einer stetig
differenzierbaren Losung u auf einem Intervall [0,¢p) mit ¢y > 0 nach dem Satz von Peano
gesichert, siche Theorem weiter unten. Falls p(ug) = 0, ist u = g eine solche Losung, die
aber im Allgemeinen nicht eindeutig sein muss und wird.

Ist dagegen p(ug) # 0, so konnen wir tatsichlich auch zeigen, dass es nur eine einzige Losung
geben kann: Sei u eine solche (stetige) Losung. Dann gilt fiir ¢ hinreichend klein, dass p(u(t)) # 0
ist, und (1.5 kann umgestellt werden:

Diese Identitat konnen wir beziiglich ¢ integrieren, und mit Substitution folgt

[ [ 3ty [ e

Ist also P eine Stammfunktion von %, so folgt

P(u(s)) — P(ug) = /O g,

bzw.
u(s) :P—l[P(u0)+ /0 q(t) dt]

Man beachte dabei, dass die inverse Funktion P~! von P zumindest lokal um P(ug) existiert,
da die Ableitung existiert und von Null verschieden ist. (Satz von der Umkehrfunktion!) Fir s
hinreichend nahe an 0 ist der vorige Ausdruck also wohldefiniert und insbesondere eindeutig.

Erweiterungen skalarer Gleichungen erster Ordnung sind Gleichungen hoherer Ordnung bzw.
Systeme von gewthnlichen Differentialgleichungen. Da man hohere Ableitung durch Einfithrung
zusétzlicher Variablen (die verschiedenen Ableitungen) und Gleichungen immer auf ein System
von Differentialgleichungen erster Ordnung iiberfiihren kann, betrachten wir im Folgenden ohne
Einschrankung der Allgemeinheit solche Systeme. Diese sind allgemein von der Form

U't)=FtU(t) (teR"), U(0) = Uy (1.6)

wobei F': RT x R™ — R™ und Uy € R™ gegeben sind und U: Rt — R™ gesucht wird. Die
(lokale) Existenz einer Losung eines solchen Problems ist gegeben, wenn F stetig ist:



Satz 1.5: Peano

Sei F' stetig in einer Umgebung von (0,U(0)) C R4 x R™. Dann gibt es ein ty > 0 und
eine auf [0, ) stetige (vektorwertige) Funktion U, die (1.6]) auf [0, ) erfillt.

Da im Kontext des vorigen Satzes F' und U stetig sind, folgt aus der Gleichung ((1.6)) auch, dass
U’ stetig ist. Insbesondere ist U also stetig differenzierbar.

Der Beweis des Satzes von Peano benutzt den Schauder’schen Fixpunktsatz; wir werden ihn hier
(noch) nicht naher diskutieren, bemerken aber, dass die Fixpunktformulierung auf der zu ((1.6)
dquivalenten Integralgleichung

U(t)=U(0) —i—/o F(s,U(s))ds

basiert. Noch wichtiger als der Satz von Peano ist der Satz von Picard-Lindel6f, der unter
stdrkeren Annahmen an F' auch Eindeutigkeit garantiert.

— Satz 1.6: Picard-Lindelof

Sei F' stetig auf einer Umgebung V von (0,U(0)) C R4 x R™ und erfiille eine Lipschitz-
Bedingung beziiglich der zweiten Variable auf V', d.h.

|F@t,U) = Ft,Ua)|| < L||UL = Us||  ((t,Us) € V)

mit einem L = L(V) > 0. Dann gibt es ein ¢y > 0 und eine auf [0,%y) eindeutige stetig
differenzierbare (vektorwertige) Funktion U, die (1.6)) auf [0,to) erfiillt.

Auch der Beweis des Satzes von Picard-Lindeldf basiert auf der Fixpunktformulierung mit
Integraloperator. In diesem Fall wird Kontraktivitdt verwendet, die sich aus der (lokalen)
Lipschitz-Konstante und der Kleinheit des Zeitintervalls ergibt.

Beachte, dass der Satz von Picard-Lindel6f hinreichend, aber nicht notwendig fiir eindeutige
Losungen ist. In der Tat haben wir oben gezeigt, dass (|1.5)) eine eindeutige Losung hat, falls
p(ug) # 0 ist, ohne eine Lipschitz-Annahme an p gestellt oder implizit verwendet zu haben.

Ist F' linear mit konstanten Koeffizienten, d.h. F'(t,U) = AU mit einer Matrix A € R"™*™
dann kann ist F' klarerweise (global) Lipschitz-stetig und die eindeutige Losung von ist
durch

U(t) = eAU(0)

gegeben. Dabei ist e fiir jedes ¢t € Ry eine m x m Matrix und kann z.B. mit der iiblichen
Reihendarstellung der Exponentialfunktion definiert werden. Besonders einfache Darstellungen
erhélt man mittels Spektraltheorie. Ist zum Beispiel A diagonalisierbar, gilt

m

Ut)=> cie'U;  (teRy)
=1

mit den Eigenwerten \; und zugehorigen Eigenvektoren U; von A und Gewichten ¢; € R.



Ein wichtiges Resultat, welches auch Anwendung bei partiellen Differentialgleichungen findet,
ist die Gronwall-Ungleichung, die oft bei der Analyse von Ortsintegralen der Losung (im Verlauf
der Zeit) niitzlich ist. Die grobe Form der Gronwall-Ungleichung fiir eine skalare Funktion «
ist
() < Cu(t) = u(t) < e u(0)

d.h., man kann eine Funktion u, die eine Differentialungleichung erfiillt, durch die entsprechende
Losung der zugehorigen Differentialgleichung abschétzen. Praziser kann die Ungleichung iiber
eine Integralungleichung angegeben werden :

— Lemma 1.7: Gronwall Ungleichung

Seien A € R, C € R, und sei u: RT — R eine stetige Funktion, die

u(t) < A—i—C/Otu(s) ds  (teRy),

erfiillt. Dann gilt
u(t) < At (t e Ry). (1.7)

Beweis. Fiir C' = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also C' > 0 und setze v(t) := fg u(s)ds. Dann gilt
natiirlich v(0) = 0 und nach Annahme

V() < A+ Cu(t). (1.8)

Weiters sei w(t) == e~ “o(t). Es folgt w'(t) < Ae=C* und wegen w(0) = 0 auch

w(t) = /Ot w'(s)ds < /Ot Ae % ds = é[l — eiCt} — () = “w(t) < g[eCt - 1].

Einsetzen von v in (1.8)) liefert ([1.7). (Hier brauchen wir das Vorzeichen an C' > 0.) O

1.2 Beispiele Partieller Differentialgleichungen

Im folgenden présentieren wir eine Auswahl wichtiger Beispiele partieller Differentialgleichungen,
um ein erstes Gefiihl fiir typische Formen auftretender Gleichungen zu bekommen:

Transportgleichung:
ou+b-Vu=20

Kontinuitatsgleichung:
ou+V-(bu)=0

Laplace-Gleichung:
—Au=0

Poisson-Gleichung:

—Au=f



Wirmeleitungsgleichung / Diffusionsgleichung:

Ou—Au=20

Wellengleichung:
attu - Au =0

Fokker-Planck Gleichung:

ou—V - (a(Vu—uVV))=0

Schrédinger Gleichung:
—iedu — e?Au+Vu=0

Liouville-Gleichung:

N N
atu+Zvj . iju+ZF(:vj) - Vy,u=0
j=1 j=1

Boltzmann-Gleichung;:
Ou+v-Vyu+ F(z) - Vyu = Q(u,u)
Vlasov-Gleichung:

8tu—|—v-qu—i—//Vg(:E—y)u(y,w,t)dydw'Vvu:O

Hamilton-Jacobi Gleichung:

Owu+ H(z,t,Vu) =0

Eikonal-Gleichung;:
|Vu| =1

Skalare Erhaltungsgleichung:

ou+V-(F(u)=0

Burgers-Gleichung:
o+ udzu =0

Reaktions-Diffusionsgleichung:

0w —Au+ f(u) =0
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Biharmonische Gleichung:
AAu =10

p-Laplace Gleichung:
V- (|[VulP2Vu) =0

Monge-Ampere Gleichung:
det(V2u) = f

Porous-Medium Gleichung:
Ou—V - (u'Vu) =0

Total Variation Flow:
Vu ) B

Otu—V-(W

Dazu noch einige wichtige Systeme:

Lame-Gleichungen der linearen Elastizitat:

pAu+ A+ p)V(V-u) =0

Maxwell-Gleichungen:
OE— curl B=0
OB+ carl E=0
V.-B=V-E=0
Stokes-System:
Au—-Vp=f
V-u=0
Inkompressible Navier-Stokes-Gleichungen:
du+(u-Vi3u—Au—-Vp=0
V-u=0

Poisson-Nernst-Planck Gleichungen:

—AV - Zziui = f

8tul- — Aul -V. (zzuZVV) =0

Patlak-Keller-Segel Modell:

ou—Au+V - (uVS)=0
S —AS+S—u=0
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1.3 Partielle Differentialgleichungen: Wie und was?

Im Laufe der Vorlesung werden wir verschiedene Herangehensweisen an partielle Differentialglei-
chungen und verschiedenste Fragestellungen kennen lernen. Einige Grundanséitze wollen wir im
Folgenden kurz andiskutieren.

Die erste Frage, die wir an jede Gleichung stellen, ist jene nach der Wohlgestelltheit des Problems
(wellposedness). Nach Hadamard ist ein Problem wohlgestellt, wenn eine Losung existiert,
die eindeutig ist und stetig von den Daten abhéngt. Dafiir ist es oft nétig, die korrekte Art
einer Losung zu definieren. Die einfachste Moglichkeit dabei sind klassische Lésungen, d.h.
k-mal differenzierbare Funktionen, die, eingesetzt in , die Gleichung tatséchlich punktweise
erfiillen. In vielen Féllen, vor allem bei nichtlinearen Problem, ist es nicht mdglich, klassische
Losungen zu finden. Es ist dann notig, allgemeinere Losungskonzepte zu definieren, wie zum
Beispiel schwache Liosungen. Einige solcher Konzepte werden wir noch naher diskutieren.

Grundsétzlich gilt die grobe Richtlinie: Je allgemeiner das Losungskonzept, desto einfacher ist
es, Frxistenz einer Losung zu zeigen, aber desto schwerer wird es, Eindeutigkeit und stetige
Abhéngigkeit von den gegebenen Daten zu erhalten. Der Konigsweg ist es also, ein Konzept zu
finden, in dem beide Aspekte verfiighar und erreichbar sind.

Neben der grundlegenden Fragestellung der Existenz und Eindeutigkeit sind noch einige weitere
Untersuchungen zur Losung interessant, falls moglich:

e Die Berechnung expliziter Losungen,
e Losungsformeln, z.B. als Integraldarstellungen,
e Symmetrie- und Skalierungseigenschaften der Gleichung bzw. der Losung,

e lokale Eigenschaften von Losungen, z.B. Charakteristiken oder Maximumprinzipien, insbe-
sondere auch Regularitét, sprich, wie differenzierbar oder integrierbar sind Losungen,

e globale Eigenschaften von Lésungen, z.B. Erhaltsungréfien oder Schranken an gewisse
Integrale der Losung, und

e asymptotische Eigenschaften von Losungen bei Konvergenz eines Parameters gegen Null,
oder der Zeitvariable gegen Unendlich.

Manche dieser Fragestellungen werden wir im Laufe der Vorlesung beriihren, andere werden erst
in weiterfiihrenden Vorlesungen behandelt.
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2 Grundlegende partielle
Differentialgleichungen

Im folgenden werden wir als Einfithrung vier wichtige Beispiele partieller Differentialgleichungen
untersuchen und dabei auch die wesentlichsten Konzepte (die im weiteren Verlauf der Vorlesung
noch detaillierter besprochen werden) kennen lernen. Dies sind die lineare Transportgleichung,
die Poisson-Gleichung, die Wéirmeleitungsgleichung und die Wellengleichung.

2.1 Lineare Transportgleichung

Wir beginnen mit der Transportgleichung, die den kanonischen Fall einer linearen Differential-
gleichung erster Ordnung darstellt. Sei dazu zunéichst U C R”™ eine nichtleere offene Menge. Die
Bezeichnung Transportgleichung ist in der Literatur nicht komplett eindeutig: Fiir ein gegebenes
Vektorfeld b: U x Ry — R™ wird sowohl

Ou+b-Vu=0 in U x R4, (2.1)
als auch
Ou+ V- (bu)=0 in U xRy (2.2)

als Transportgleichung (auf U) bezeichnet. Diese beiden Gleichungen stimmen mittels der
Produktregel fiir V - (bu) formell fiir V - b = 0 iiberein, insbesondere also fiir (beziiglich z)
konstante Vektorfelder b. Wir werden hier beide Félle betrachten, die sich aber mit dhnlichen
Methoden behandeln lassen.

Wie man sofort sieht, kann die Losung aus der Gleichung alleine nicht eindeutig bestimmt sein,
da man durch Addition einer Konstanten zu einer Losung v immer eine neue Loésung von ([2.1])
erhélt. Deshalb benétigt man zusétzliche Bedingungen am Rand des Gebiets (Randbedingungen,
boundary conditions), in diesem Fall am Rand des Raum-Zeit Zylinders U x R,. Zur Verein-
fachung werden wir hier nur den Fall U = R™ betrachten, und somit nur Anfangsbedingungen
bei t = 0 stellen miissen, d.h. wir fordern, dass

u(z,0) = up(x) (x € R™)

gelten soll. Wir nehmen hier an, dass ug stetig differenzierbar ist.
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2.1.1 Methode der Charakteristiken

Die Charakteristikenmethode fiir partielle Differentialgleichungen basiert darauf, die Gleichung
entlang geeigneter Kurven zu betrachten, entlang denen die Gleichung einfacher ist. Wir starten
mit Gleichung ({2.1), deren linke Seite wir alternativ auch als

ou+b-Vu=c-Du mit ¢:=(b,1): R" x R, — R""! (2.3)

schreiben konnen. In suchen wir also eine Funktion im (n + 1)-dimensionalen Raum,
deren Gradient normal auf dem Vektorfeld ¢ steht. Die kritische Beobachtung ist nun, dass ein
Ausdruck der Form 4/ - (Du o «y) entsteht, wenn man u entlang einer Kurve s — ~(s) € R™ x Ry
betrachtet und ableitet. Finden wir also eine (stetig differenzierbare) Kurve

YRy = R" xRy, 7(s) = (&(s),7(s)),

mit Tangentialvektor v/ = c o ~, so ergibt sich fiir jede (!) stetig differenzierbare Funktion
u: R® x Ry — R mittels der Kettenregel:

di [u(y(s)] = (£'(s),7'(s)) - Du((s)) = c((s)) - Du((s))- (2.4)
S R e

=7'(s)

Die Bedingung, dass ¢ tangential zur Kurve sein muss, ist ausgeschrieben

(€'(5),7'(5)) = 7'(s) = c(v(s)) = (b(&(s), 7(s)), 1)

Dies wird auch als charakteristische Gleichung bezeichnet, und das assoziierte v bzw. £ als
charakteristische Kurve oder auch Charakteristik.

Wegen der speziellen Gestalt des Vektorfelds ¢ kann ein Teil der charakteristischen Gleichung
direkt gelost werden, namlich 7/(s) = 1. Es folgt somit 7(s) = s + « mit einer noch zu
bestimmenden Konstante «, die aber nur von der Parametrisierung der Kurve abhéngt. Beachten
wir, dass unsere Anfangsmannigfaltigkeit bei ¢ = 0 liegt, so ist es naheliegend, die Kurven auch
dort beginnen zu lassen. Wir wihlen also 7 = 0 fiir s = 0 und, umgekehrt, o = 0. Wir kénnen
also die Charakteristiken in diesem Fall auch direkt iiber die Zeitvariable 7 parametrisieren, die
wir dann auch wieder ¢ nennen. Es verbleibt die charakteristische Gleichung

§t) =bE®),t)  (tERL). (2.5)
Mit einer ([2.5)) erfiillenden Charakteristik & und (2.4]) ist nun ersichtlich, dass die Transportglei-
chung (2.1]) entlang v &quivalent ist zu
d !
e [u(&(t), )] = [(@u +b-Vu) o 7} (t)=0 (t e Ry).

Wie berechnen wir nun also konkret die Losung u an einem bestimmten Punkt (z,¢) € R" x Ry ?
Dazu nutzen wir die Charakteristik durch (z,t), d.h. die Losung des folgenden Endwertproblems
parametrisiert durch (z,t):

pt) ==z,  ¢(s)=blg(s),s) (0<s<t). (2.6)
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Nach dem Satz von Picard-Lindel6f existiert eine eindeutige Losung dieses Problems, wenn
das Vektorfeld b stetig ist und eine Lipschitz-Bedingung beziiglich z erfiillt. Wir nennen diese
Losung &(+; z,t) und setzen

u(z,t) == uo(&(0; z,t)). (2.7)

Klarerweise ist u(x,0) = ug(z) fiir alle x € R™ erfiillt. Weiter ist mit dieser Definition ¢ —
u(&(t;x,t),t) = up(€(0;&(t;x,t),t)) konstant fiir jedes z € R™ (Eindeutigkeit der Losung
von ([2.6)!) und wir erhalten

%[u(g(t; z,t),t)] =0  (teRy). (2.8)

Wie oben gesehen, impliziert dies, dass das konstruierte u Losung der Transportgleichung ([2.1))
ist. Umgekehrt gilt (2.8)) fiir jede stetig differenzierbare Losung u von (2.1f), woraus folgt.

Damit haben wir unser erstes Resultat zur Existenz und Eindeutigkeit einer Losung, basierend
auf einer beinahe expliziten Losungsdarstellung:

— Satz 2.1

Sei ug € CH(R™) und b € Cy(R™ x R, ) erfiille eine (globale) Lipschitz-Bedingung beziiglich
der ersten Variable. Dann existiert eine eindeutige Losung v € C1(R™ x R,) von (2.1)), die
durch

u(r,t) = uoEO:2, 1), €)= { o _. @9

berechnet werden kann.

Wir betrachten nun ein einfaches Beispiel. Weitere werden wir in den Ubungen kennen ler-
nen.

— Beispiel

Wir 16sen die Transportgleichung ([2.1)) im Fall eines konstanten Vektorfelds b. Die Charak-
teristiken sind dann durch

Etmt)y =z, (s;zt)=b (0<s<t) <= E(s;z,t)=2—b(t—3)
gegeben. Damit erhalten wir aus ([2.9)) die Darstellung
u(z,t) = up(x — bt).

Die Losung zur Zeit t ist also nur eine Verschiebung des Anfangswerts in Richtung des
Vektors b, was auch den Namen Transportgleichung erklart.

Analog kénnen wir auch zur Losung von (2.2)) vorgehen. Dazu schreiben wir die Gleichung als

Ou+b-Vu=—(V-bu.
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Mit den Charakteristiken (2.6)) wie im vorigen ergibt sich entlang jeder stetig differenzierbaren
Kurve s — v(s) = (£(s),s) € R" x Ry #quivalent:

d
15 [1(€(9):9)] = =(V - 0)(E(s), )u(&(s), )-

In diesem Fall ist die Charakterisierung also nicht, dass s — u(£(s), s) konstant ist, sondern
dass es die vorige gewohnliche Differentialgleichung erfiillt. Entsprechend bietet es sich an, eine

zusétzliche Charakteristik ¢(-;x,t) parametrisiert iiber (z,t) € R™ x R, als Losung von

¢'(s) = =(V-b)(E(s;2,1),8)(s),  @(0) = uo(§(0; 2, 1)) (2.10)

einzufiihren. Gliicklicherweise ist diese zusétzliche Differentialgleichung eine lineare, separable
und skalare Gleichung erster Ordnung, die gelost werden kann, nachdem man £ berechnet hat.
Dies liegt daran, dass die Transportgleichung linear war. Im einer nichtlinearen Verallge-
meinerung kann es, wie wir noch sehen werden, dazu kommen dass die Differentialgleichung fiir
¢ nichtlinear und voll mit der Gleichung fiir £ gekoppelt wird.

Tatsédchlich ist fiir jedes (z,t) € R™ x R4 die Funktion s — —(V - b)(&(s; x, ), s) stetig, sobald
V-be C(R" xRy) gilt. (Man beachte, dass die Charakteristiken &(-; x,¢) als Losungen von
sogar stetig differenzierbar sind.) Damit lasst sich die zusétzliche Charakteristik ¢(-; x,t) als
Losung von nun relativ einfach mittels des Vorgehens aus Abschnitt berechnen; wir

erhalten
o(s3,1) = uo(€(0;2,1))e 2 mit - A(sya,t) = — / (V- 0)(¢(o32,t), 0) do
0
Nun ist
u(z,t) = o(t; x,t) ((z,t) e R" x Ry) (2.11)
die eindeutige Losung der Transportgleichung ((2.2)).

2.1.2 Eigenschaften der Lésung

Wir diskutieren nun noch einige strukturelle Eigenschaften der Losungen von Transportgleichun-
gen. Dabei beginnen wir wieder mit . Aus der Lésungsformel sehen wir, dass u fiir
t > 0 nur Funktionswerte annehmen kann, die auch schon zur Zeit ¢ = 0 angenommen wurden,
d.h.

Bild u(-, t) C Bild ug (t e Ry).

Daraus folgt auch ein Mazimumprinzip fir jedes t € R:

inf wg(z) < inf w(z,t) < sup u(z,t) < sup ug(x).

zcR™ zER™ zER™ zERN
Das Minimum und Maximum von u werden also, falls sie existieren, bereits zur Zeit t = 0 (also
am Rand des Raum-Zeit Gebiets) angenommen. Wir werden sehen, dass diese Eigenschaft auch
fiir viele andere partielle Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung gilt.

Neben dem Maximumprinzip erhalten wir auch eine Stabilitdtseigenschaft in der Supremumsnorm,
d.h. es gilt

[u(,B)lloo < lluollec (¢ € Ry).
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Diese kann, wegen der Linearitét von , sofort in eine Kontraktivititseigenschaft der Evoluti-
onsgleichung {ibersetzt werden. Sind v und v die jeweils eindeutigen Losungen von zu den
Anfangwerten ug bzw. vg, so folgt aus der Linearitit, dass u — v eine Losung mit Anfangswert
ug — vo ist. Also erhalten wir aus der Stabilitdtseigenschaft direkt

[[ul-8) = v( Dlloo < fluo = volloo (¢ € R4).

Im Fall von (2.2) kénnen wir kein Maximumprinzip erwarten, da der Exponentialterm in
der Losungsdarstellung (2.11) im Allgemeinen wachsen kann. Wir sehen aber, dass wir ein
Maximumprinzip und co-Norm-Stabilitdt unter der Bedingung

(V-b)(z,6) >0  ((z,t) € R® x Ry)

gilt.

Im Fall von Integralen der Losung u sieht das Verhalten umgekehrt aus. Im Fall von ([2.2)) werden
wir sehen, dass der Mittelwert von u immer erhalten bleibt, falls u fiir |z| — oo hinreichend
schnell abféllt. Dies folgt aus

4 u(z,t)de = /n(atu)(a;,t) dz = —/ (V- bu)(z,t)da (2.12)

dt Jgn n
und dem Gaufschen Satz (divergence theorem), da
/ (V- bu)(z,t)dz = lim (V- bu)(z,t)dx
n R—oo BR(O)

= ngnoo 8BR(O)(bu)(x, t) - v(z)do(z)

x
= lim bu)(x,t) - — do(x).
[ 00 o)

Hier ist v die &ufere Normale an Br(0) und o das Oberflichenmafs auf 0B R(O)E Nun ist

<wp R sup |b(z, tyu(z,t)|
z€0BR(0)

/8 o D) o)

Swp  sup ([b(z,t)] fulz, )] 2] )
#€R"\ Br(0)

wobei die Konstante w,, = QW%/F(%) das Maf 0(9B1(0)) der Oberflache der Einheitssphére in
R"™ bezeichnet. Der Grenzwert und damit die Ableitung in (2.12]) ist also Null, wenn

(bu)(z,t) |z[" 1 =0 fiir |2] — oo.

Fiir (2.1)) gilt dies nur, wenn V - b = 0 ist—und dann sind die Transportgleichungen gleich—, da
man sonst ein zusétzliches Integral in der Identitét erhélt, das sich nicht leicht wegdiskutieren

!Dies entspricht dem (n — 1)-dimensionalen Haussdorffma H,_; auf dBg(0), misst also “(n — 1)-dimensionalen
Inhalt”.
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lasst. Wir werden sehen, dass die Erhaltung des Mittelwerts eine typische Eigenschaft von
Gleichungen in Divergenz-Form, d.h. der Form

fiir ein Vektorfeld J, den Fluss (flux), ist.

Fiir (2.2) konnen wir allgemeiner das Verhalten von Integralen {iber Funktionen von u unter-
suchen. Genauer, mit einer stetig differenzierbaren Funktion F': R — R und der sinnvollen
Normierung F'(0) = 0:

d

G | Pt - / (1)) (), 1)

= — /n F'(u(z,t)) (V- bu)(z,t) dz
= /n(V . b(:v,t))H(u(:c,t))da: —/ V- [b(x,t)F(u(:z:,t))] dz,

n

wobei H(v) := F(v) — vF'(v). Fallt x — b(x,t)F(u(x,t)) wieder hinreichend schnell fiir jedes
t € R, dann verschwindet der zweite Term wie oben und wir verbleiben mit

d
S| Pt 0)de = / (V- b)(a, £) H (u(z, 1)) da.
R n
Beachte, dass F' genau dann konvex ist, wenn H(v) < 0 fiir alle v € R. Also ist fiir konvezes F
die Integral-Evolution
t— F(u(z,t))dz
R’I’L
monoton fallend und damit beschrankt, falls V - b > 0 auf R” x R gilt. In der Praxis sind hier
auch besonders die Exponentialfunktionen F,(v) == |[v|P fir 1 < p < o0 interessan‘ﬂ da damit

[ Bolate, )@z = 10l

gilt. Ist V - b < 0, so erhélt man eine analoge Aussage fiir konkave F'.

2.2 Poisson-Gleichung

Wir untersuchen im Folgenden die Poisson-Gleichung auf (zunéchst) einer nichtleeren offenen
Menge U C R" fiir eine Funktion u: U — R:

—Au=f inU (2.13)

mit einer Funktion (Quellterm) f: U — R. Im Fall f = 0 nennt man auch Laplace-
Gleichung. Eine Losung u € C?(U) der Laplace-Gleichung nennt man hiiufig auch harmonisch.
Beachte, dass zum Beispiel insbesondere Real- und Imaginéarteil einer holomorphen Funktion
u: C D U — C harmonisch sind, wenn man C und R? identifiziert. (Entsprechend wiire fiir dieses
Beispiel n = 2.) Holomorphe Funktionen haben viele gute Eigenschaften und wir werden sehen,
dass einige davon ihren Ursprung darin haben, dass holomorphe Funktionen eben harmonisch
im vorigen Sinne sind.

2Im Fall p = 1 muss hier, der Korrektheit halber, die Betragsfunktion zunichst mit (stetig) differenzierbaren
Funktionen approximiert werden.
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2.2.1 Losungsdarstellung

Wir beginnen mit der Laplace-Gleichung in U = R"™ und suchen zunéchst eine rotationssymme-
trische Losung, d.h. wir setzen an:

u(z) =v(r), r=r(z)=|z]= /27 +... +22.
Wegen
T;
(0n,7)(w) =
folgt mit der Kettenregel
2 2
— (T 2 N RN / 1z
Og;u(z) =0 (7“)7 und 95, u(x) =v (T>r72 + ' (r) <r _ r3> _
Also erhalten wir die Transformation des Laplace-Operators als
-1
Au(z) = 0" (r) + o/ (r) (2.14)

fiir |z| = r > 0. Die rotationssymmetrische Laplace-Gleichung kann dann also als (separable)
gewohnliche Differentialgleichung fiir w = v’ geschrieben werden, namlich
1—-n

w'(r) = . w(r).

Die allgemeine Losung ist gegeben durch

w(r) =/ (r) = et

mit einer Konstanten «. Als néchsten Schritt erhalten wir dann die Losung

Blogr +~ firn =2,
u(r) = .
pr2 =" 4 fiir n > 3.

mit Konstanten 8 und ~. Klarerweise sind konstante Funktionen bereits Losungen der Laplace-
Gleichung auf R”, was durch den Summanden ~ représentiert wird. Wir interessieren uns aber
eher fiir den nicht-konstanten Teil und setzen daher v = 0. Da weiterhin jedes Vielfache von v
offensichtlich wieder eine Losung liefert, kann 5 # 0 beliebig gewéhlt werden. Wir treffen die
folgende spezielle Wahl:

— Definition 2.2: Grundlésung/Fundamentalldsung

Die Funktion
— 5 log |z| fir n = 2,
O(x) = (x #0) (2.15)
771(”_12)% |x]2_" fir n > 3,
heisst Grundlosung oder Fundamentallosung der Laplace-Gleichung. Hierbei ist ay, =
|B1(0)| = ﬂ%/F(% + 1) das Volumen der Einheitskugel im R".
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Wir konstruieren eine Losung fiir die Poisson-Gleichung (2.13)) aus dieser Fundamentallosung.
Dies wird im wesentlichen einer Art Variation der Konstanten Ansatz entsprechen.

Fiir beliebiges y € R™ ist ®(- — y) immer eine Losung der Laplace-Gleichung, also harmonisch,
in R™\ {y}. Das gilt ebenfalls fiir ®(- — y) f(y) und beliebige (endliche) Linearkombinationen
solcher Terme. Integrieren wir diese nun iiber y, so erhalten wir die Faltung (convolution) von
f mit der Grundlésung &, als Funktion in x:

u() = (B * f)(z) = / Bz — y)f(y)dy = / S(y)f(e—y)dy = (f+®)(@).  (2.16)

n n

Diese Funktion nennt man auch Newton’sches Potential (mit Dichte f). Es ist naheliegend,
Au = 0 zu vermuten, da wir den Laplace-Operator und das Integral vertauschen koénnten.
Dies ist allerdings falsch, da wir wegen der Singularitdt bei y = = diese Vertauschung eben
nicht durchfiihren diirfen! Es stellt sich hingegen heraus, dass in einem verallgemeinerten, aber
préazisen Sinn

—Ad =)

gilt, wobei ¢ die Dirac-d-Distribution bezeichnet. Diese is durch d(g) := ¢(0) fir g € C§°(R")
definiert und realisiert das Einselement der Faltung. Damit ist (zunéchst als formale Rechnung!)

—Au(r) = - o A®(x —y)f(y)dy = . Sz —y)f(y)dy = (6 * f)(z) = f(z).

Also definiert (2.16)) eine Losung der Poisson-Gleichung. Dies werden wir im Folgenden rigoros
beweisen, wenn f zweimal stetig differenzierbar mit kompaktem Tréger ist:

Satz 2.3

Sei f € C3(R"), und sei u definiert durch (2.16]). Dann gilt u € C?(R™) und u 16st die
Poisson-Gleichung ([2.13)).

Beweis. Wir nutzen den Differenzenquotienten in die i-te Einheitsrichtung fiir die Darstellung

u=fx*x®in :
u(@ + hei) = uz) _ / D(y) [f<x+hei—y>—f<x—y> .

h h

Da f als stetig differenzierbar vorausgesetzt wurde, gilt

fl@thei—y)—flz—y)  nso
h

(O, f)(z = y)

gleichmdssig auf dem kompakten Trager von f; aufierhalb des Tréger sind Differenzenquotient
und Ableitung tatsichlich gleich, da beide verschwinden. Mit dieser gleichméfigen Konvergenz
darf der Grenzwert h — 0 mit dem Integral vertauscht werden und es folgt

fig A2 Re) ) _ / DY)y, Sz — y) dy.

h—0 h
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Daraus folgt die Differenzierbarkeit von uE] Wenden wir ein analoges Verfahren auf 0,,u an, so
erhalten wir die Existenz zweiter Ableitungen, gegeben durch

02 0yula) = [ D)ok, 1o~ ) dy

Da f kompakten Trager hat, folgt die Stetigkeit der Integrale beziiglich « auf den rechten Seiten
der vorigen Gleichungen leicht. (Wenn z; — x, konvergiert f(zy —vy) gleichmafig gegen f(x—1y),
da man sich immer auf den kompakten Triger beziehen darf.) Damit folgt u € C?(R"™).

Weiters erhalten wir

Au(z) = /n O(y)Af(r —y)dy.

Wir wollen um die Singularitiat von ® in 0 herumarbeiten, um zu nutzen, dass ® harmonisch in
R™\ {0} ist. Dazu teilen das vorige Integral entlang der Kugel B (0) fiir ¢ > 0 auf:

Au(z) = / B(y)Af(x —y)dy+ / B(y)Af(x —y)dy.
B:(0) R™\ B:(0)

=:I(e) =:J(e)

Der iibergeordnete Plan ist, im J(¢) Integral den Laplace-Operator mittels partieller Integration
auf die Fundamentallosung ® zu transferieren. Wir dazu nehmen im weiteren ¢ klein an und
handeln die Terme einzeln ab.

1. Den ersten Term /() kénnen wir mit f € C3(R") und Transformation in Polarkoordinaten
abschéatzen:

<17 [ 0]y = 18 s [ o) e

=(0

Fiir das letztere Integral folgt, zunachst fir n = 2,

£ €
/ |D(7)] rlar = —02/ rlog(r)dr
0 0

= %j{% % [rz(l - 2log(r))}

r=e 02

s 1 52(1 —2 log(s)),

und fiir n = 3:

/ 1®(r)| Pl dr = C’n/ rdr = &52,
0 0 2

wobei Cy und C), dimensionsabhéngige Konstanten aus der Definition von @ sind. Insbe-
sondere gilt I(e) — 0 wenn & \ 0.

2. Fiir den zweiten Term J(¢) erhalten wir mit partieller Integration (Green’sche Formel)
und weiterer Aufteilung

J(e) = / Vo(y) - Vf(z —y)dy— / (y)0, f(z — y) do(y)
R\ B.(0) 0B¢:(0)

=:K(g) =:L(e)

Achtung;:

3Tatsichlich haben wir gerade die héchst niitzliche Eigenschaft der Faltung bewiesen, dass allgemeiner 9., (h*g) =
h % (0z; ) fiir eine groke Klasse Funktionen h, g gilt.
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e Die duffere Normale v, die in L(e) vorkommt, bezieht sich hier auf R™ \ B.(0), sie ist
also gegeben durch v(y) == —y/|y| = —y/e fir y € 0B:(0) und zeigt entsprechend
ins Innere von B.(0). Das wird gleich noch relevant.

e Die korrekte Rechtfertigung fiir die Anwendung der Green’schen Formel (bzw. dem
Satz von Gauf) ist, dass das Integral in J(e) als ein Integral tiber eine hinreichend
grofte Kugel Br(0) betrachtet werden kann, die die kompakte Menge supp f strikt
beinhaltet. Dort gelten die angesprochenen Integralsétze, und die zu 0Br(0) gehoren-
den Randintegrale sind 0 und tauchen nicht weiter auf. Wir werden solche Argumente
im Folgenden héaufig (stillschweigend) verwenden.

In jedem Fall schétzen wir zunéchst L(e) dhnlich zu I(e) ab:

Cy|loge|l e (n=2),

L <1971 [ e (n23)

B:(0

[@(y)|do(y) = {

wieder mit dimensionsabhéngigen Konstanten Cs, C,, die nicht notwendig die gleichen
wie zuvor sind. Auch hier folgt also L(e) — 0 wenn € 0.

3. Nun nutzen wir, dass ® in R™ \ B.(0) harmonisch ist. Dazu unterziehen wir K (¢) einer
weiteren partielle Integration mittels Green’scher Formel und beachten wieder, dass sich
die dufsere Normale v auf R™ \ B.(0) bezieht:

K(e) = — / AD(y) f(z — ) dy + / 0, () ( — ) do(y)
R7\B:(0) 0B:(0)

_ / Vo(y) - () fl@ —y) doly).
9B-(0) €

Man rechnet leicht nach, dass fiir y € 0B:(0) wegen na,, = w, gilt:

-1y -1y
V()= — = —
W) nog |yl wy e”
und damit | ‘2
Yy -1y -1
Vo) - (2) = —m1 = o

Da w,e" ! gerade das Oberflichenma® des Randes einer jeden e-Kugel in R™ ist, folgt

1
T oo fE DWW =L fagdom =)o)

Es ergibt sich insgesamt

K(e) =

Bu@) =l f f@)dos) = —f) (2R,

wobei der gemittelte Integral-Grenzwert genau f(x) ergibt, weil f stetig angenommen war. Also
16st u tatsdchlich die Poisson-Gleichung ([2.13)) fiir jedes x € R™. O
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— Bemerkung

Satz gilt auch unter wesentlich schwécheren Regularitdtsanforderungen an f; z.B.
geniigt Holder-Stetigkeit. Allerdings ist reine (gleichméfige) Stetigkeit, die man vielleicht
als optimale Annahme erwarten wiirde, nicht genug. Wir verweisen auf|Gilbarg & Trudinger],
Kapitel 4.1 und die Ubungen.

Wir wechseln nun auf eine beschrinkte (nichtleere) offene Menge U C R™. Hier gilt die Darstellung
der Losung der Poisson-Gleichung als Newton’sches Potential im Allgemeinen nicht, da der
Rand 0U von U noch Einfluss nehmen wird. Nehmen wir an, dass U so ist, dass man den Satz
von Gauf benutzen darf, und sei u € C?(U) eine gegebene Funktion. Dann kann man mit den
Argumenten aus dem Beweis von Satz die folgende Darstellung fiir € U beweisen:

uw) = [ [0ty =0)uts) ~ uw), by — )] dotw) - [ oy -o)dutdy (217

U

(Wir hétten diese Darstellung auch als Ausgangspunkt unserer Untersuchungen fiir U = R"
withlen konnen.) Beachte, dass diese Darstellung mit (2.16]) konsistent ist.

Wir wollen nun das folgende Dirichlet-PmblemEl mit gegebenen Funktionen f: U — R und
g: OU — R betrachten:

~Au(z) = f()  (x€D), } (2.18)

u(z) = g(x) (x € 9U).

Die Darstellung wiirde als Losungsformel fiir dienen koénnen, indem wir Awu auf U
durch f und uw auf QU durch g ersetzen, wenn in der Darstellung nicht die Normalenableitung
d,u vorkommen wiirde. Diese kennen wir nicht. Um sie loszuwerden, suchen wir einen Korrektor
¢(+; x) parametrisiert durch « € U als Losung von

~[A¢(:;2)](y) = 0 (y € V), }

Ply;z) =Dy —x)  (y € dU). (2.19)

Dieser Korrektor erfiillt (Green’sche Formel)

- [ swosuway= | [u@pot0)w) - o - 0ot do)  (220)
U ou

und fiihrt uns zu folgender Definition:

™ Definition 2.4: Green-Funktion

Die Green-Funktion G fir U ist gegeben durch

Gx,y) =@y —x)—o(y;x) (r,yelU, x#y).

mit der Fundamentallosung ® und dem Korrektor ¢ wie in (2.15)) und (2.19)

4Die Randbedingung der Form u = ... auf U wird Dirichlet- Randbedingung genannt; entsprechend nennen
wir das gegebene Poisson-Problem auch Dirichlet-Problem.
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Mit (2.17) und (2.20) folgt also, dass fiir jede Funktion v € C?(U) gilt:

u(z) = /6U u(y)[0,G(z, )] (y — ) do(y / G(y)Aul(y (x €eU),

und insbesondere:

— Satz 2.5
Sei u € C?(U) eine Losung des Dirichlet-Problems (2.18). Dann ist

u(x) = —/aUg(y) [0,G(z,")](y — ) do(y / Gy (xel).

Die Krux des an sich schonen Satzes ist natiirlich das Bestimmen des Korrektors ¢. Dies ist
im Allgemeinen nur fiir spezielle Gebiete wie u.a. Halbrdume, Kugeln oder Quader moéglich. Wir
verweisen z.B. auf [Evans, Kapitel 2.2.4 b).

2.2.2 Eigenschaften der Losung

Eine wichtige Eigenschaft harmonischer Funktionen, d.h. von Lésungen der Laplace-Gleichung,
ist die Mittelwerteigenschaft:

— Satz 2.6: Mittelwerteigenschaft
Sei u € C%(U) harmonisch in U. Sei z € U und R > 0 so, dass Bg(z) C U. Dann gilt

u(z) = ]{9 PROLE ]é o) (2.21)

Beweis. Fiir 0 < r < R, setze

o) = f M do) = { o M FT )

Dann gilt mit der Kettenregel und dem Gaufischen Integralsatz, sowie Differentiation unter dem
Integralzeichen:

&'(r) = ]éBl(O) Vu(x+1rz)-zdo(z) = ]éBr(x) Vu(y) - (y ; ac) do(y)

_ ][ Vuly) - v(y) do(y)
0B (x)

1
~ 0(dB,(x)) / () Bus(y)dy =0

Damit ist ¢ konstant und es folgt ¢(r) = ¢(R) fir alle 0 < r < R, insbesondere

r—0

u(x) = lim 6(r) = &(R) :][33 IRIOLL0
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sowie

R R
we)= o) = [Comar=g [T wmaswar=f ot

Bemerkung 2.7

Wie man leicht sieht, gilt auch die Umkehrung der Mittelwerformel, d.h. eine Funktion
ist tatséchlich genau dann harmonisch, wenn sie fir alle in € enhaltenen Kugeln die
Mittelwertformel ([2.21]) erfiillt.

Aus der Mittelwerteigenschaft erhalten wir sofort einige weitere strukturelle Eigenschaften
harmonischer Funktionen, unter anderem das Mazimumprinzip, das in diesem Fall sogar starker
als die entsprechende Eigenschaft fiir Losungen der Transportgleichung ist.

— Satz 2.8: Starkes Maximumprinzip
Sei u € C?(U) N C(U) harmonisch in U. Dann gilt:
(i) Wenn U beschrénkt ist, folgt

rilea%(u(x) = max u(x).

i1) Ist U zusammenhingend, also ein (}ebiet, und existiert ein Punkt X0 im Inneren von
g )

u(w) = maxu(x),
zeU

dann ist v konstant in U.

Beweis. Wir beweisen (ii), da (i) direkt daraus folgt, indem man die Zusammenhangskompo-
nenten einzeln betrachtet; die betrachteten Maxima miissen global existieren, da U in diesem

Fall kompakt ist und v € C(U) angenommen ist.

Sei also g € U ein Maximum von u, d.h. u(zo) = max g u(xr) = M. Wéhle R > 0, so dass
Bpr(zo) C U. Dann gilt mit der Mittelwerteigenschaft aus Satz

M = u(zp) :][ u(y)dy < M.
Br(zo)

Daraus folgt uw = M in Bpr(zo). Also ist die Menge {z € U: u(z) = M} offen und natiirlich auch
nichtleer. Wegen der Stetigkeit von wu ist diese Menge aber auch (relativ) abgeschlossen in U,
und da U als zusammenhéngend angenommen ist, sind diese beiden Eigenschaften gleichzeitig
nur moglich, wenn schon U = {a: eU: u(r)= M} gilt. Also ist u konstant. O
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Bemerkung 2.9

Da unter den Voraussetzungen des Maximumprinzips in Satz auch —u harmonisch ist,
folgen dieselben Aussagen auch analog fiir das Minimum.

Eine direkte Folgerung aus dem Maximumprinzip und eine der wichtigsten Anwendungsfor-
men dessen ist die Eindeutigkeit des Dirichlet-Problems fiir die Poisson-Gleichung auf einer
beschrankten Menge.

— Satz 2.10

Sei U beschrankt und seien f € C(U) und g € C(9U). Dann gibt es hochstens eine Losung
u € C2(U) N C(Q) des Dirichlet-Problems

—Au=f in U,
u=yg auf OU.

Beweis. Seien w1 und ue zwei Losungen des Dirichlet-Problems. Dann gilt wegen der Linearitét,

dass u = uj; — ug eine harmonische Funktion mit v = 0 auf QU ist. Also folgt aus dem
Maximumprinzip
0 = max u(z), 0 = minu(z),
zeU zelU
d.h. u=0. ]

Im eindimensionalen Fall sehen wir, dass eine harmonische Funktion auf U quadratisch und
damit insbesondere analytisch sein muss. Im mehrdimensionalen Fall ist dies nicht ganz klar,
da ja nur die Summe der zweiten Ableitungen verschwindet. Ausserdem konnte die Funktion
am Rand der betrachteten Menge U zwar stetig, aber nicht differenzierbar sein, sodass man
im Allgemeinen nicht einmal Differenzierbarkeit von u auf U erwarten kann. Im Inneren des
Gebiets erhélt man aber eine starke Regularitdt, wie das folgende Resultat zeigt:

Satz 2.11: Innere Regularitit
Sei u harmonisch in U. Dann gilt u € C*°(U).

Fiir den Beweis von Satz [2.11] greifen wir etwas in die Trickkiste und fiihren die sogenannten
Mollifier (Weichmacher), bzw. einen speziellen solchen, ein.

— Definition 2.12: Mollifier
Wir nennen die folgende Funktion n: R — R definiert durch

1

CelsP-1  fiir x| < 1,

n(x) = { =] (2.22)
0 sonst,

einen/den (standard) Mollifier, auch: (Friedrich’scher) Glittungskern. Hier wird die Kon-
stante C' so gewahlt, dass [p, n(x)dz = 1 gilt. Ebenfalls als Mollifier (Familie) werden
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reskalierte Versionen 7. von 1 bezeichnet, die wir fiir € > 0 durch

o) = o ()

3

definieren.

Mollifier sind ein fundamentales Werkzeug in der Analysis von partiellen Differentialgleichungen
und haben viele niitzliche und wichtige Eigenschaften. Wir nennen zunéchst nur die fiir den
Beweis von Satz [2.17] relevanten.

Lemma 2.13

Die standard Mollifier Familie (1.). wie definiert in (2.22)) ist glatt, also n. € C*°(R") fir
jedes £ > 0. Weiterhin gilt 1. * f € C°°(R") fiir jedes f € L{ (R™).

loc

Der Beweis folgt durch induktives Nachrechnen, dass alle Ableitungen von 7 in z = +1
verschwinden, und der Beobachtung, dass 0z, (e * f) = (0z,1:) * f. (Fiir letzteres, siche auch
den Beweis von Satz 2.3])

— Bemerkung 2.14: Approximation des Einselements

Tatsédchlich ldsst sich auch zeigen, dass die Familie (7.) fiir ¢ N\, 0 das Einselement der
Faltung realisiert, d.h. es gilt (in einem zu prézisierenden Sinn) 7. * f — f wenn € Y\, 0.
Wir kommen darauf spater wieder zuriick. Wegen dieser Eigenschaft werden Mollifier
Familien bzw. der Prozess der Faltung mit Mollifiern auch Approximation des Finselements
(approximation of identity) genannt. (Beachte, dass es keine Funktion ¢ auf R™ gibt,
so dass ¢ x f = f fiir alle f aus einer hinreichend grofen Funktionenklasse gilt!)

Beweis von Satz[2.11. Wir konstruieren zunachst eine geglitte Version von u mit Hilfe des
Mollifiers. Man sieht leicht, dass der Tréger von 7. die Kugel B.(0) ist. Weiterhin ist n klarerweise
radialsymmetrisch und wir setzen 7.4 (|z|) = n(z). Sei nun

xEUQ::{yEU:d(y,E)U)>5}.

Dann definieren wir die geglétte Version u® von u als die Faltung des Mollifiers mit v und
integrieren scheibenweise (Zwiebelprinzip):

ut(z) = (ne * u)(x)

1 T —
=— n ( y) u(y) dy
13 Bg(x) 19

1 [€ r

= 57 0 Tlrad (g) /BBT(Q:) u(y) dO’(y) dr.
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Mit der Mittelwerteigenschaft von u und Transformation erhalten wir weiter

w () = ug) /05 - (g) /aBr(x)ma(y) dr

)
— u(z) /B s = ula)

Also folgt w = v in U, und wegen 1. € C*°(R") auch u = n. * u € C*°(U;). Da ¢ > 0 beliebig
ist, konnen wir den Grenzwert gegen Null betrachten und erhalten daraus u € C*°(U). O

Einige weitere interessante Eigenschaften harmonischer Funktionen, die wir hier nicht beweisen,
sind wie folgt. (Siehe |[Evans (1998) und die Ubungen fiir die Details und mehr.)

e Schranken an Ableitungen: Sei v harmonisch in U und B,(z) C U. Dann gilt fiir
|a] = k und einer Konstanten Cl:

o C
D@ < f,  mwlay

Tk B
e Satz von Liouville: Sei v harmonisch und beschrankt auf R™. Dann ist « konstant.

e Harnack Ungleichung: Sei U offen und einfach zusammenhéngend und sei V' C U
ebenfalls offen und so, dass V C U kompakt is. Dann existiert eine Konstante Cy > 0,
sodass

< Cy inf
iggu(x) < Cv inf u(x)

fiir jede harmonische Funktion in V' gilt.

Fiir die Losung der Poisson-Gleichung ist zu beachten, dass v immer in die Summe
einer Faltung mit der Grundlosung (die man explizit analysieren kann) und einer harmonische
Funktion zerlegt werden kann—siehe —, sodass die obigen Eigenschaften auch teilweise
auf Losungen der Poisson-Gleichung erweitert werden konnen. Wir verweisen z.B. auf das

Buch |Gilbarg & Trudinger| (2001]).

2.2.3 Energiemethoden

Zum Abschluss wollen wir noch einen kurzen Ausblick auf sogenannte Energiemethoden fiir
elliptische partielle Differentialgleichungen geben. Dazu betrachten wir das Energiefunktional

E(U)—;/U\Vv(x)]de—/UU(x)f(x) dz.

Hier nehmen wir an, dass U beschréinkt ist, und wir den Satz von Gauf fiir U benutzen diirfen.

Wir werden sehen, dass eine Losung der Poisson-Gleichung ein Minimum des Energiefunktionals
ist. Dies entspricht auch der typischen physikalischen Motivation, die Losungen elliptischer
Gleichungen oft als Gleichgewichtszusténde, sprich Energieminima, herleiten, und ist auch als
Dirichlet- Prinzip bekannt.

SWir schreiben auch V € U.
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— Satz 2.15: Energieminimierung

Die Funktion u € C?(U) N C(U) ist genau dann eine Losung des Dirichlet-Problems

—Au=f inU
u=gq auf oU,

wenn v die Randbedingung erfiillt und
E(u) < E(v)

fiir alle v € CHU) N C(U) mit v = g auf OU gilt.

Beweis. Sei u eine Losung des Dirichlet-Problems und v € C1(U) N C(U) mit v = g auf oU.
Dann gilt mit dem Gauk’schen Integralsatz, wobei wir die “(x)” Argumente weglassen:

E(u)—E(v):;/U(WU\Q—W@J]Q) dx—/Uf(u—v)dx

1

= = - u—v 2 u—v)-vVu)dr — u—v)ar
_2/U< IV (u—v)["+2V(u—v) - Vu)d /Uf( )d

__1 u—v 2 xr — u u—v)dx u)lu —v)aoclx
=5 [IVa=of do= [ Gus plu-vjdet [ @uu-0)dot)

oUu

Da nach Annahme Au+ f =0 in U und u — v = 0 auf QU gilt, verschwinden die letzten beiden
Integrale. Also folgt

E(u) — E(v) = —% /U‘V(u — v)‘zdx <0.

Gelte umgekehrt E(u) < E(v) fiir alle v € CY(U) N C(U) mit v = g auf OU. Dann konnen wir
insbesondere fiir jedes ¢ > 0 auch v = u & ¢ betrachten, wobei ¢ € CY(U) N C(U) mit ¢ = 0
auf OU. Also gilt mit einer analogen Rechnung wie zuvor:

OSE(uiego)—E(u):;/U(|V(u+€<p)}2—wu|2) da:—/Ufgodx

2
=5 | vetarse [ (mau-ppdote | @) pdota)

Das letzte Integral verschwindet wieder, da ¢ = 0 auf OU angenommen war, und nach Division
durch ¢ erhalten wir

0< —E/ |ch|2dx:|:/(—Au—f)<pdx.
2 Ju U

Wir kénnen nun den Grenzwert € N\, 0 betrachten, woraus sich

0< i/(—Au—f)cpdx
U

ergibt. Das ist aber nur mdglich, wenn das Integral verschwindet. Da dies nun fiir jedes
© € CHU)NC(U) mit ¢ = 0 auf AU gilt, muss schon —Au = f in U sein. O
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Die Betrachtung des Grenzwerts von (E(u+ecp) — E(u))/e im zweiten Teil des Beweises kann als
Ableitung des Energiefunktionals interpretiert werden; entsprechend korrespondiert die Poisson-
Gleichung zu einer Optimalitdtsbedingung erster Ordnung fiir die Energieminimierung. (Da das
Energiefunktional mit dem Norm-Quadrat strikt konvex ist, ist keine Optimalitdtsbedingung
zweiter Ordnung notig.)

Achtung: Wir werden spédter noch sehen, dass im Allgemeinen kein Energieminimum im
obigen Sinne in C*(U) oder gar C?(U) existiert! Um Existenz eines Minimums sicherzustellen,
werden wir auf passende grossere Funktionenrdume ausweichen miissen. Dies entspricht einer
Verallgemeinerung des Losungsbegriffes der Poisson-Gleichung zu schwachen Losungen.

2.3 Warmeleitungsgleichung

Im Folgenden betrachten wir die Wérmeleitungsgleichung (heat equation) (auch: Diffusions-
gleichung) auf einer offenen nichtleeren Menge U C R™ fiir u: U x Ry — R:

Oru = Au in U x Ry, (2.23)
bzw. die inhomogene Version mit f: U x Ry — R:
Ou=Au—+ f in U x R;. (2.24)

Gegebenenfalls kann auch ein endliches Zeitintervall [0, T'] statt R, betrachtet werden. In jedem
Fall geben wir fiir die Warmeleitungsgleichung einen Anfangswert (initial value) vor:

u(-,0) = up in U. (2.25)

Im Fall einer beschrinkten Menge U werden wir auch noch Randbedingungen auf 0U x R bzw.
auf U x [0, T fordern.

Grundsétzlich werden wir im weiteren fiir Losungen der homogenen Warmeleitungsgleichung
(f = 0) ganz ahnliche Resultate wie fiir harmonische Funktionen herleiten konnen, allerdings in
etwas komplizierterer Ausfiihrung.

Physikalische Motivation: Die Warmeleitungsgleichung tritt neben der namengebenden An-
wendungen generell nahezutiberall auf, wo Dichten physikalischer Grofen (Wéarme, Chemikalien,
Bakterien, auch Populationen, ...) einer zeitlichen Verdnderung unterliegen. Wenn u eine solche
Dichte bezeichnet, ist die Anderung der Gesamtgréfe in einer Menge V' € U durch

G ] wteas = _/av Fa,t) - v(z) do(z)

gegeben, wobei F die sogenannte Flufidichte ist. Mit einer Anwendung des Satzes von Gaufy
und Vertauschung von Integration und Differentiation folgt

Owu(x,t) = =V - F(x,t) (xelU).

Wir erhalten die Identitit auf U, da die vorige Uberlegung fiir jede hinreichend glatte Teilmenge
V von U funktioniert. Die Flufsdichte zeigt in vielen Situationen in die Richtung des negativen
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Gradienten, was zu einem Fluf von hohen Konzentrationen (Dichten) zu niedrigen korrespondiert,
also “abwiérts”. (Dieser Sachverhalt heift in der Physik Fick’s Gesetz.) Also ist F(z,t) =~
—aVu(z,t) mit einer materialabhéngigen Konstanten, oder sogar Matrix, a, und es folgt

Owu(x,t) =V - aVu(z,t) (xel),
was fiir a = 1 genau die Warmeleitungsgleichung ([2.23)) ist.

2.3.1 Losungsdarstellung

Wir beginnen wieder mit der Berechnung einer speziellen Losung fiir U = R", fiir die homogene
Wirmeleitungsgleichung mit der Anfangsbedingung . Fir U = R™ nennt man diese
Kombination auch Cauchy-Problem. Dazu machen wir zunéchst eine Beobachtung zur Skalierung,
die inhdrent in der Gleichung vorgegeben ist. Eine solche Betrachtung ist grundsétzlich fiir
nahezu jeden Differentialoperator mit gemischten Ordnungen in Zeit- und Orts-Ableitungen
interessant.

Genauer sehen wir hier, dass, falls v eine Losung der homogenen Wérmeleitungsgleichung
ist, auch

oz (z,t) == u(Az, \*) (x,t € R" x Ry)
fiir jedes A € R eine Losung von ist. Bei dieser Skalierung (z,t) + (Ax, \%t) ist das
Verhiltnis |x|/v/t jedenfalls fiir A > 0 invariant, und wir suchen deshalb eine spezielle Losung
mit dieser Variable, genauer setzen wir an:

u(z, t) = t“ﬁ](%) (x eR", t>0)

fir zu bestimmende o« € R und U: R" — RE Fir £ € R™ und ¢ > 0 berechnen wir leicht

Au(z,t) = t_a_lAU%

und

T —a—ly T
Oru(z,t) = —at*a*1U<%> — t2\/g . VU(W).

Wenn wir diese Identitéiten in die Warmeleitungsgleichung (2.23) einsetzen, erhalten wir mit
y = 2/t und wegen t > 0:

aU(y) — %y -VU(y) + AU(y) = 0.

Analog zur Poisson-Gleichung machen wir nun einen radialsymmetrischen Ansatz—wir hatten
gesehen, dass tatsichlich die radiale Grofe |y| = |z|/v/t interessant ist—, r = |y|, mit

Uly) = w(lyl) = w(r)
fiir eine geeignete Funktion w: R — R. Damit erhalten wir, vgl. (2.14]),

aw(r) + 11"10'(7“) +w”(r) + i 1w’(r) =0 (r>0).

2 T

5Man kommt auch mit der zunichst natiirlicheren Wahl a = 1 zum Ziel, die Rechnung ist aber auf katastrophale
Weise viel komplizierter. Das kann man natiirlich erst wissen, wenn man es schon einmal versucht hat ...
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Mit der Wahl o = % und scharfem Hinsehen formulieren wir um:

(") + ) =0 >0

Entsprechend

Tl (r) + %T”w(m =c  (r>0)

mit einer Konstante ¢. Wir suchen weiter eine Losung w, deren Ableitungen fiir r — oo gegen
Null konvergieren; damit wiahlen wir ¢ = 0. Es verbleibt die Differentialgleichung

W (r) = —%fr’w(r) (r>0)

mit der Losung

(M)

T

w(r) =~ye T (r>0)

mit Parameter v € R. Mit einer speziellen Wahl der Konstante v und Riickeinsetzen r = |z|/v/t
in u erhalten wir die Grundlésung der Warmeleitungsgleichung:

— Definition 2.16: Grundl6sung/Fundamentallésung

Die Funktion ®: R™ x Ry definiert durch

1 _l=l?
4t

O(x,t) = We

heisst Grundlosung oder Fundamentallésung der Warmeleitungsgleichung (2.23]).

Man beachte, dass die Skalierung in der Grundlésung so gewéhlt, wurde, dass

/ &(z,t)de =1 (2.26)

fiir alle ¢ > 0 gilt. Fiir ¢ \, 0 konvergiert ® punktweise in R™ \ {0} gegen Null, im Punkt z =0
jedoch gegen unendlich. Eine dhnliche Situation lag auch schon bei der der Fundamentallésung der
Laplace-Gleichung vor und suggeriert, dass der richtige Grenzwert ®(-,0) tatsachlich die
Dirac-9 Distribution sein kénnte. Entsprechend wiirden wir die Lésung des Anfangswertproblems
fiir die Warmeleitungsgleichung durch eine Faltung des Anfangswerts mit der Grundlésung
erhalten,

u(x,t) = ((I)(-,t) * uo) (x) = /n O(z —y,t)uo(y) dy, (2.27)

was das ndchste Resultat auch bestétigt:

Satz 2.17

Sei ug € Cp(R™) und u: R™ x Ry — R definiert durch (2.27). Dann 16st u das Anfangs-
wertproblem ([2.23)) /(2.25)) und ist glatt, u € C*°(R™ x (0,00)) N C(R™ x [0, 00)).
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Beweis. Da fiir t > 0 die Grundlésung @ glatt, sprich, unendlich oft differenzierbar ist, sowie alle
partiellen Ableitungen von ® absolut integrierbar sind, konnen wir bei der Betrachtung partieller
Ableitungen Differentiation und Integration in ([2.27)) vertauschen. Es folgt u € C*°(R" x [e, 00)),
sowie

Oyu(z,t) — Aula,t) = /

Also ist u glatt und erfiillt (2.23) auf R™ x (0, 00).

{@@(m—y,t)—A@(m—y,t)}uo(y) dy =0 (x e R", t > 0).

n

Um Stetigkeit auch in ¢ = 0 und die Erfiillung des Anfangswerts (2.25)) zu erhalten, betrachten
wir den Grenzwert t N\, 0. Wir zeigen, dass fiir jedes z € R" und jede Folge (z,t) — (2,0) in
R™ x [0, 00) auch u(z,t) = up(z) gilt. Sei dazu z € R™ und € > 0 beliebig und § > 0 so gewéhlt,
dass

luo(z) — uo(2)| < e fiir alle z € Bs(2)

gilt. Sei nun z € B%(z). Dann folgt mit (2.26) fir ¢ > 0:

u(z, t) —uo(2)| =

[ w6 =0 — () o

< / Bz — y,1) [uoly) — uo(2)| dy + / Bz — y,1) [uoly) — wol2)| dy.
Bs(z) R™\Bs(z)
::I\(rz,t) =J(z,t)

Da |ug(y) — up(z)| < e auf Bs(z) gilt, folgt, nochmals mit (2.26)),
I(:U,t)<5/ @(w—y,t)dyge/ O(x—y,t)dy=¢ (r € Bs(2), t >0).
Bs(2) ” 2

Wir schétzen J(z,t) ab:

2||uol| oo _la—y?
I t) < 2|yuouoo/ Bz — 1) dy / =R 4y
R\ Bs (2) (4mt)"/2 Jgm\ By (2)

Fiir y € R™\ Bs(z) folgt aus der Dreiecksungleichung und z € B (z2):
2

) 1
Iy—ZISly—x|+§§|y—f6|+§|y—2|,

also |y — x| > 3|y — z|. (Skizze!) Also konnen wir die z-Abhéngigkeit in der letzten Abschitzung
loswerden:

2l|uolloo Loyl ° 2o
J(xat)SHUOHQ/ e~ o dy:% e~ tei L drr
(4mt)n/ R™\ Bs (2) tn/2 [s

mit einer geeigneten Konstante C' = C(||uo|loc, ). Man sieht leicht (z.B. mit dominierter
Konvergenz), dass der letzte Ausdruck (unabhingig von z) fiir ¢ N\, gegen Null geht. Fiir
hinreichend kleines 7 > 0 gilt also J(z,t) < € fiir 0 < ¢t < 7 und damit

lu(z, t) — up(2)| < 2e (xEBg(z), 0<t<T).

Es folgt u(z,t) — up(z) wenn (z,t) — (z,0) in R™ x [0, 00). Damit ist u stetig in R™ x [0, c0)
mit u(-,0) = up. =
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— Bemerkung 2.18: Stochastische Interpretation

Da die Grundlésung der Wérmeleitungsgleichung fiir jedes ¢ > 0 eine Wahrscheinlich-
keitsdichte ist, kann man sie auch als Ubergangswahrscheinlichkeit eine Markov-Prozesses
interpretieren. Da ®(x — y,0) die bei y zentrierte Dirac-d Distribution ist, startet der
Prozess deterministisch mit einem Teilchen im Punkt y, und ®(z — y,t) ist dann die
Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen im Zeitintervall (0,¢) von y nach x springt. Analog
kann man die Faltung interpretieren, wenn man wuy normiert: dabei ist ug(z) die
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Position eines Teilchens zur Zeit ¢ = 0 und u(-,t) die
Dichte fiir die Position zur Zeit t.

— Bemerkung 2.19: Unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit

Aus der Losungsdarstellung sieht man weiter, dass die Warmeleitungsgleichung
unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit (speed of propagation) hat. Dies bedeutet, dass
lokale Anderungen in wug in beliebig kurzer Zeit globale Auswirkungen haben, bzw. in der
obigen stochastischen Interpretation, dass beliebig grofse Spriinge auch in beliebig kleinen
Zeitintervallen noch positive Wahrscheinlichkeit haben. Mathematisch siecht man dies fir
einen nichtnegativen Anfangswert ug # 0 mit kompaktem Trager. Dann gilt ndmlich fiir jede
Zeit t > 0, dass u(z,t) > 0 fiir alle z € R™ ist! Die unendliche Ausbreitungsgeschwindigkeit
ist ein deutlicher Unterschied zur Transportgleichung, in der die zeitliche Anderung des
Tréagers durch das Geschwindigkeitsfeld b beschrankt war.

Wir bemerken an dieser Stelle kurz weiter, dass eine &hnliche Losungsdarstellung auch fiir das
inhomogene Problem ([2.24) mit Anfangswert uy = 0 gilt: Fiir f: R” x Ry — R mit f(-,t) stetig
und beschrankt fiir jedes ¢ € Ry, 16st nach Satz die Funktion

v(x, t;s) ::/nfl)(:c—y,t—s)f(y,s)dy (x eR", t>5s)

die homogene Warmeleitungsgleichung (2.23)) auf R™ x (s, 00) mit Anfangsbedingung v(-, s;s) =
f(-,8), und das fiir jedes s > 0. Das Duhamel Prinzip besagt nun, dass

u(z, t) = /Otv(x,t;s)ds:/Ot/nQ)(az—y,t—s)f(y,s)dyds (2.28)

eine Losung fiir die inhomogene Warmeleitungsgleichtung mit Anfangswert 0 definiert.
(Hier muss man noch weitere Annahmen an f stellen, die wir an dieser Stelle nicht prézisieren.)
Man nennt diese Formel auch die Variation der Konstanten oder Duhamel Formel; sie, bzw. das
zugrundeliegende Duhamel Prinzip, findet auch bei gewShnlichen Differentialgleichungen und
generell auch bei anderen partiellen Differentialgleichungen weitverbreitet Anwendung. (Wir
werden bei der Wellengleichung wieder damit zu tun haben.)

Wegen der Linearitdt der Wérmeleitungsgleichung erhélt man Losungen der inhomogenen Glei-
chung (2.24]) mit Anfangswert ug wie in (2.25) dann durch Superposition (Addition) von ([2.27))

und (2:28).
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2.3.2 Eigenschaften der Losung

Im folgenden diskutieren wir einige lokale und globale Eigenschaften der Wérmeleitungsgleichung.
Dazu nehmen wir grundsétzlich an, dass die offene, nichtleere Menge U beschrénkt ist.

Zur funktionalanalytischen Behandlung bendtigen wir noch passende Funktionenrdume, wegen
der unterschiedlichen Regularitdt in Ort und Zeit. Dazu benutzen wir hier und im folgenden die
Notation

UT =U x (O,T], 8UT = W\ UT,

wobei wir Ur den parabolischen Zylinder und OUr den parabolischen Rand nennen. (Skizze!)
Achtung: Der “Deckel” U x {T'} gehort nicht zum parabolischen Rand! Wir definieren weiter
den Raum

C*(Ur) = C((0,T); C*(U)) n C*((0,T); C(U)), (2.29)

in dem sowohl die erste Zeitableitung als auch die zweiten Ortsableitungen sinnvoll definiert und
stetig sind, und jeweils noch stetige Funktionen in der anderen Variablen sind. Die Identifikation
zwischen einer Funktion u auf U x [0,7] und einer u im Raum auf der rechten Seite in
funktioniert iiber u(zx,t) = [u(t)](x).

Wie bei der Laplace-Gleichung erhélt man auch bei der Warmeleitungsgleichung ein Maximum-
prinzip, allerdings nur mit einem angepassten Gebiet und auch einer Gewichtung im Integral.
(Fir den Beweis, siehe [Evans (1998)).)

— Satz 2.20: Mittelwerteigenschaft

Sei u € C*Y(U x [0, T]) eine Losung der Wirmeleitungsgleichung ([2.23) auf Uz, und seien
(z,t) € U x (0,T) und r > 0 so, dass

1
E(z,t;r) = { (y,8) € R" x [0,t]: ®(z —y,t —5) > — } cU x(0,7)

r

gilt. Dann gilt die Mittelwerteigenschaft
a2
u(x,t) - / / y! dy ds.
47" (z,%; 7") - ’

Ein Maximumprinzip kann man ebenfalls wieder iiber die Mittelwerteigenschaft beweisen, in
diesem Fall wegen der Gewichtung im Integral allerdings mit mehr Aufwand als im Fall harmo-
nischer Funktionen. Wir fiihren hier einen alternativen Beweis, basierend auf Approximation
und Widerspruch, wenigstens fiir das Maximumprinzip.

— Satz 2.21: Starkes Maximumprinzip
Sei u € C?Y(Ur) N C(Ur) eine Losung der Wirmeleitungsgleichung (2.23)) auf Uy
(i) Dann gilt

max u(x,t) = max u(z,t). 2.30
(z,t)eUr ( ) (z,t)€dUr ( ) ( )
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(ii) Ist U zusammenhéngend, und existiert ein Punkt (zg,%9) € Ur mit

U(ifo, tU) = maxiu(m, t)a
(xrt)eUT

dann ist u konstant in Uito.

Die analogen Aussagen gelten fiir das Minimum.

Beweis. Wir beweisen nur ([2.30]). Betrachte die Approximation u®(z,t) := u(z,t) — et mit € > 0.
Offenbar gilt
ou® — Au® = —¢ auf Up.

Sei (z9,to) ein Maximum von u® in Up. Dann gilt
out (xo,t9) >0 und  Au(xg,tp) <0,

und damit folgt der Widerspruch 0 < —e < 0. Also hat u® kein Maximum in Ur. Da u® fiir € \ 0
gleichméssig gegen u konvergiert, wird auch das Maximum von u auf Ur angenommen. [

Aus dem Maximumprinzip folgt wieder, komplett analog zu Satz [2.10] die Eindeutigkeit des
Cauchy-Problems (2.23))/(2.25)) mit der Randbedingung

u(z,t) = g(x,t) (x € 90U x (0,7)). (2.31)
Aus der Mittelwerteigenschaft kann man zudem analog zur Laplace-Gleichung wieder innere

Regularitét fir Losungen der Warmeleitungsgleichung ([2.23)) zeigen und detaillierte Abschatzun-
gen fiir deren Ableitungen herleiten. Wir stellen ersteres noch fest und verweisen sonst auf

(1998).

|— Satz 2.22: Innere Regularitit

Sei u € C>1(Ur) Losung der Wirmeleitungsgleichung (2.23)) in Ur. Dann ist v € C*°(Ur).

2.3.3 Energiemethoden

Wir untersuchen im Folgenden Energiemethoden fiir die Warmeleitungsgleichung und vor allem
deren Implikationen beziiglich des Langzeitverhaltens der Losungen. Dazu werden wir oft die
Notation w(t) fiir Funktionen u auf U x Ry benutzen, und damit meinen wir u(-,t), also die
Funktion u zur Zeit t als Funktion des Ortes. Hier soll weiterhin U beschrankt sein, und so,
dass wir den Satz von Gauft benutzen diirfen.
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Dirichlet-Problem: Wir betrachten zunéchst das Dirichletproblem, gegeben durch die (inhomo-
gene) Warmeleitungsgleichung (12.24), den Anfangswert (2.25) und die Randbedingung (2.31)),

und nehmen an, dass u eine Losung dieses Problems ist. Ganz in Analogie zur Poisson-Gleichung
definieren wir das Energiefunktional

E(u(t)):;/U|Vu(:r,t)de—/Uf(x)u(x,t)dx (t €R,).

Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass sowohl f als auch g unabhéngig von ¢ sind. Damit
folgt fiir die Zeitableitung des Energiefunktionals

%[E(u(t))] = /UVu(a:,t) (Vo) (x,t) dx—/Uf(x) Opu(z,t) dz.

Mit dem Satz von Gaufs ergibt sich weiter

d

—[B(u(t)] = Opu(z,t) Opu(z,t)do(x) — / Au(z,t) Opu(z,t) de — / f(z) Opu(z, t) dz.
dt ouU U U

Da g als unabhéngig von ¢ angenommen wurde, folgt dyu(x,t) = 0 auf U x (0,7) und damit

verschwindet der erste Term. Wir nutzen, dass u Losung der Warmeleitungsgleichung (2.24)) ist,

und erhalten schliefslich

GO = = [ Jout. 0 4z <o,

Das Energiefunktional ¢ — E(u(t)) ist also monoton fallend. Insbesondere gilt E(u(t)) < E(uyp),
und t — E(u(t)) kann nur stationér werden, wenn dyu(t) = 0 auf U ist. Dies legt nahe, dass u(t)
flir t — oo gegen die Losung der Poisson-Gleichung konvergiert. Wir zeigen, dass dem wirklich
so ist.

Erfiille us also die Poisson-Gleichung —Aus, = f auf U mit Randwert uo, = g auf U. Dann:

% U(u(x,t) — uoo(x))Q dx = 2/U§tu(x, t) [u(x,t) — uoo(a:)] dx

2/ [Au(w,t) + f(a:)] (u(x,t) — uoo(a:)) dx
U

2 /U [Au(z,t) — Auoe ()] (u(z, t) — s (z)) d

=2 /aU [0y (u(, t) — uos(2))] (u(z, t) — uss(z)) da
2

_ Q/U\V(u(x,t) (@) da.

Wegen u(z,t) = us(z) = g(x) auf OU verschwindet der erste Term:

% U(u(x,t) — ttoo())* i < _Q/U‘V(U(m,t) — uno(@))|* da.

Um die rechte Seite weiter abzuschétzen, verwenden wir die Friedrichs-Ungleichung (ohne
Beweis):
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— Satz 2.23: Friedrichs-Ungleichung
Sei v € CH(U) N C(U) mit v = 0 auf OU. Dann gilt

2 2
/U o(@)2dz < Cr /U Vo) ds

mit einer Konstanten C'r > 0, die nicht von v abhéngt.

Es gilt also mit A :=1/Cp:

% U(u(x,t) —tse(2))* d < _2)\/U(U(a:,t) — oo () du,

und mit der Gronwall-Ungleichung erhalten wir daraus

/ (u(w,t) — uoo(m))2 dz < 6_2’\t/ (uo(x) — uoo(ac))2 dz.
U

U

Damit konvergiert u(t) also, sogar exponentiell schnell, gegen die Losung der Poisson-Gleichung
im L?(U) Sinne:

Ju(t) — uoo”LQ(U) < e M luo — uOO”LZ(U) (t € Ry).

Auch die Eindeutigkeit der Losung kann man analog beweisen. Sei u die Losung der Warmelei-
tungsgleichung (2.23) mit Randwert v = 0 auf U x (0,7") und Anfangswert uy = 0. Dann gilt
mit der selben Rechnung wie oben

d/ lu(z,t)? dz = 2/ u(x,t) Opu(z,t) dx:2/ u(z,t) Au(z, t)de = —2/ ‘Vu(m,t)‘Qdm.
dt Jy U U U

Aus der Friedrichs-Ungleichung folgt wegen ug = 0 auch

/ lu(z,t)|*da < e)‘t/ lug(x)[*dz = 0 (t e Ry).

U U

Also ist u = 0.

Neumann-Problem: Einige weitere Eigenschaften erhalten wir nur fiir das Neumann-Problem

(analog auch fiir das Problem im ganzen Raum) der homogenen Wirmeleitungsgleichung ([2.23)
mit dem Anfangswer ([2.25) und der Randbedingung

dyu(z,t) =0 ((z,t) € U x (0,T)).

In diesem Fall wird der Mittelwert erhalten:
/ u(z,t)de = / uo(x) dx (t € Ry).
U U

Dies sieht man sofort mit dem Gaufschen Satz und Einsetzen der Randbedingung, da

d
dt/Uu(x,t) dz = /Uatu(:z:,t) dz = /UAu(x,t) dz = - Opu(z,t)do(xz) =0 (t e Ry).
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Man rechnet auch wieder nach, dass fiir die obige Energie E die Dissipations-Eigenschaft gilt,

also
d
3 [E®)] = —/U|Au(:c,t)|2d:c.

In diesem Fall erhalten wir auch Dissipationseigenschaften fiir sogenannte Entropien

U (u(t)) ::/Uw(u(x,t)) dz

wobei 1 eine konvexe und zweimal differenzierbare reelle Funktion ist, denn
d/ Y(u(z,t)do = / Opu(z, t) ¢ (u(z,t)) do :/ Au(z, t) ¢ (u(z, 1)) do
dt Ju U U
= dyu(z, t) ¢’ (u(z,t)) do — / Vu(z,t) - V[ (u(z,t))] dz
SN—— U

ou

= — /U}Vu(x,t)}z¢”(U($,t)) dz <0.

Ist 1) stark konvex, d.h. ¢ > C > 0 sogar gleichméissig von Null weg beschrankt, dann erhélt
man eine Dissipations-Eigenschaft der Form

(i/[]¢(u<$at))d$ < —C/U \Vu(z, )| dz (teR,).

Einsicht in das Langzeitverhalten des Neumann-Problems kann man unter anderem mit der

Wahl
Y(s) = (s — 770)2 mit  Up :—]Z up(z)dr € R
U

gewinnen. Da ¢’ (s) = 2s, folgt aus der obigen Rechnung

— [ (u(z,t) —zTo)de = —2/ ‘Vu(x,t)fdx = —2/ |V (u(z,t) — uo)}de.

dt Ju U U

Um nun genauere Aussagen zu erhalten, wollen wir auf der rechten Seite das Integral des
Gradienten noch durch die urspriingliche Entropie abschétzen. Dies liefert die sogenannte
Poincaré-Ungleichung (die wir aber erst spéter beweisen werden):

— Satz 2.24: Poincaré-Ungleichung
Sei v € C'(U) mit §;; v(x) dz = 0. Dann gilt

2 2
/U o(@)2dz < Cp /U V(o) ds

mit einer von v unabhéngigen Konstanten Cp > 0.
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Es gilt also mit A\ .= 1/Cp:

(u(z,t) — ’zTo)Q dz < —2)\/ (u(z,t) — %)2 dez,

dtU U

und mit der Gronwall-Ungleichung erhalten wir daraus

et~ 70" aw < 7 [ () —)°

U

Damit konvergiert v exponentiell im L2(U )-Sinne gegen den Mittelwert von ug:

Ju(t) — Wl 2wy < €M [luo — Toll L2y (teRy)

2.4 Wellengleichung

Wir betrachten im Folgenden die Wellengleichung fiir eine Funktion u: R” x Ry — R,
Oiu=Au  inR"xR,, (2.32)
nun mit zwei Anfangswerten
u(z,0) = ug(x), Oru(x,0) = vo(x) (x € R™). (2.33)

Die Ausbreitung von Wellen unterscheidet sich in verschiedenen Raumdimensionen, weshalb
auch die mathematische Analyse dimensionsabhingig ist und in den folgenden Abschnitten
untersucht werden soll. Da iiberlicher Wellen vom Rand eines Objektes reflektiert werden,
ist die Behandlung einer beschrankten zugrundeliegenden Menge ungleich komplizierter. Wir
konzentrieren uns daher fiir die Wellengleichung nur auf den Ganzraum R™.

2.4.1 Die Eindimensionale Wellengleichung

In einer Raumdimension gibt es nur zwei mogliche Ausbreitungsrichtungen fiir eine Welle—
nach links oder rechts—, und die Wellengleichung kann deshalb auf zwei Transportgleichungen
zuriickgefiihrt werden. Wir setzen daher fiir eine geeignet glatte Losung u: R x Ry der Wellen-

gleichung (2.32)):

v = 0w — Ozu und w = O + Ogu.

Dann gilt

O = O2u — 02 u = 2 u — OXu = —0,v
und

Opw = O3 + 02u = 02 u + 0%u = Oyw.

Die beiden Hilfsfunktionen v und w 16sen also homogene Transportgleichungen und wir kénnen
sie mit der Charakteristiken-Methode berechnen. Es gilt

v(z,t) =v(z —t,0) und w(z,t) = w(x +t,0) ((x,t) e R" x Ry).
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Nun miissen wir noch die passenden Anfangswerte fiir v und w einsetzen. Mit folgt
v(z,t) = vo(z —t) — uj(x —t), w(w,t) = vo(x +t) + ugy(x + t).
Aus der urspriinglichen Definition von v und w folgern wir
Ou(z,t) = é[v(:v,t) + w(z,t)] = %[vo(x —t) +vo(z +t) +up(z +t) — gz — t)].

Dies integrieren wir noch beziiglich der Zeit:

u(x,t) = c(x) + é[uo(:c + 1)+ uo(z — t)] + ;/0 (vo(x — s) + vo(x + s)) ds,

und die—noch von z abhéngige—Korrektur ¢ konnen wir aus der Anfangsbedingung u(x,0) =
uo(x) zu 0 bestimmen. Daraus ergibt sich die d’Alembert Formel:

t
u(x,t) = %[uo(ac + 1)+ uo(z —t)] + % /0 [(vo(z — s) + vo(z + s)] ds. (2.34)

Aus der genaueren Inspektion der Regularitétsvoraussetzungen fiir die obige Herleitung folgt:

Satz 2.25: Losung Wellengleichung in 1D

Sei n = 1 und seien ug, vg € C%(R). Dann existiert eine eindeutige Losung u € C?(R x R)
der Wellengleichung ([2.32)) mit Anfangswerten (2.33]), gegeben durch die Formel ([2.34)).

Wir sehen, dass sich die Losung u(x,t) fiir vg = 0 aus dem sphérischen Mittelwert von ug iiber
einer wachsenden eindimensionalen Sphéire von Radius t zentriert in x ergibt. Das zeigt, dass
der Abhéngigkeitsbereich des Punktes (z,t) der sogenannte Licht-Kegel (1ight cone)

C’(:U,t):{(y,s)eRx[O,t]:\y—x\gt—s} (2.35)

ist, durch dessen Funktionswerte u(x,t) bestimmt ist. (Skizze!) Insbesondere sieht man hier,
dass Losungen der Wellengleichung nur endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit (finite speed
of propagation) haben! Sphérische Mittelwerte spielen auch in héheren Dimensionen eine
wichtige Rolle bei der Losung der Wellengleichung, wie wir gleich sehen.

— Bemerkung: Alternativer Ansatz: Binomische Formel

Man kann die obige Losungsformel ([2.34]) auch iiber einen Ansatzes mittels binomischer
Formel

O — 070 = (0 — 02)(01 + 0a)

herleiten. Hier 16st man allgemein die Transportgleichungen
O+ 0,v=0 und Ou + Opu =

und setzt dann die Anfangswerte ein.
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2.4.2 Spharische Mittelwerte in héheren Dimensionen
Sei zunéchst = € R™ beliebig und fix. Wir definieren wir den sphdrischen Mittelwert
Utrtie) = f uly.t)doy) (2.36)
0B, (z)
und analog fiir die Anfangsdaten
Uoiri) = f wo@dol). Voo = () da).
0B, (x) OB, (x)

Die sphérischen Mittelwerte als Funktion von r und ¢ erfiillen eine eindimensionale Wellenglei-
chung in radialen Koordinaten:

— Lemma 2.26: Euler-Poisson-Darboux Gleichung

Sei n > 2 und sei u € C?(R" x R, ) eine Lésung der Wellengleichung (2.32)) mit Anfangs-
werten (2.33). Dann erfiillen die sphérischen Mittelwerte U € C?(R; x R.), definiert
in (2.36), fiir jedes x € R™:

-1 1
——0,U=—=0,["'9.U] iRy xRy, (2.37)

7anfl

LU = 92U +

sowie

U(r,0;x) = Up(r; z), und (O U)(r,0;x) = V(3 7).

Beweis. Analog zum Beweis der Mittelwerteigenschaft fiir die Poisson-Gleichung zeigen wir

(O.U)(r,t: 7) = T][ Auly, ) dy.
nJp, @)

Durch erneutes Differenzieren und nochmals analoge Rechnung erhélt man

P.U(rt:x) = ][ Au(y, £) do(y) — 21 ][ Auy, ) dy,
OBr(x) n B (x)

also

D2 U(r t;x) + L_laTU(r, t;x) :]l Au(y,t)dy
r OBr(x)

:]l Oiu(y,t)dy = QAU (r,t; x). O
OBr(x)

Die Euler-Poisson-Darboux Gleichung ist die Grundlage fiir die Herleitung von Lésungsdar-
stellungen der mehrdimensionalen Wellengleichung: Tm Fall n = 3 kann man mit dem Ansatz
U(r,t;x) == rU(r,t;x), und analog fiir die Anfangsdaten, die Gleichung fiir den sphéarischen
Mittelwert (2.37) auf die eindimensionale Wellengleichung zuriickfithren, denn nach ([2.37) fiir
n =3 gilt:

U = 102U +20,U = 0,[r0,U + U] = 92,U.
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Mit der d’Alembert-Formel (2.34)) aus dem vorigen Abschnitt erhélt man die Kirchhoff sche
Formel als Losungsformel fiir die Wellengleichung in 3D:

uet) = [tonlo) +wl) + Vuo) (- 0] dotw) (@) € B xRy,
OB(z,t)

Ein analoger Trick funktioniert fiir n = 2 leider nicht. Durch Dimensionsreduktion kann man
aber die Kirchhoff’sche Formel ausnutzen und erhélt die Poisson-Formel als Losungsformel fiir
die Wellengleichung in 2D:

1%‘ tuo(y) + tuo(y) + tVuo(y) - (y — x)
B(z,t)

u(z,t) = =
) V2 =y —zf?

2
Man erkennt einen wesentlichen Unterschied zwischen den ungeraden Dimensionen n = 1 und
n = 3, sowie der geraden Dimension n = 2. Dieser besteht auch fiir allgemeine Dimensionen
n; wir verweisen auf [Evang| (1998)). In ungeraden Dimensionen hiangt der Wert der Losung
wirklich nur von Mittelwerten der Anfangswerte iiber Sphdren mit Radius ¢ ab, wihrend in
geraden Dimensionen Mittelwerte iiber ganze Kugeln berechnet werden muss. Der Einflussbereich
einzelner Punkte auf die Wellenfortpflanzung ist also vollig unterschiedlich.

do(y), ((z,t) € R x Ry).

2.4.3 Eigenschaften der Losung

Im Gegensatz zur Warmeleitungsgleichung erfiillt die Wellengleichung kein Maximumprinzip.
Das ist nicht verwunderlich, denn in der Natur einer Welle liegt klarerweise auch das Auftreten
von Maxima und Minima im Inneren. Ausserdem erhélt man keine innere Regularitit, wie schon
aus der d’Alembert-Formel in 1D direkt sichtbar wird. Die Losung fiir Zeit ¢ > 0 ist also
genauso oft (im Ort) differenzierbar wie der Anfangswert ug.

Interessant sind fiir (2.32)) weiterhin sogenannte zeitharmonische Losungen der Form
u(z,t) = U (z),

mit der Kreisfrequenz w € R und der (ortsabhéngigen) Amplitude U: R™ — R. Dies ist zunéchst
eine komplexe Fundamentaldarstellung, und nach der Euler-Formel erhdlt man durch Real- und
Imaginérteil genau die genau die Grundschwingungen Sinus und Cosinus. Durch Einsetzen in
die Wellengleichung erhélt man, dass die Amplitude U die Helmholtz-Gleichung

AU + w?U =0

erfiillen soll. Die Helmholtz-Gleichung hat zwar eine dhnliche Gestalt wie die Poisson-Gleichung,
der Term w?U éndert aber die Eigenschaften grundlegend. Unter anderem werden das Maxi-
mumprinzip und moéglicherweise auch die Eindeutigkeit der Losung zerstort. Beachte, dass man
die vorige Helmholtz-Gleichung auch als Eigenwertproblem fiir den Laplace-Operator

—AU = WU

interpretieren kann. In Dimension n = 1 ergeben sich hier wieder die Grundschwingungen als
Fundamentalsystem.
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2.4.4 Energiemethoden

Die Rolle von Energiemethoden ist bei der Wellengleichung anders als noch bei der Warme-
leitungsgleichung. Statt Energie-Dissipation erhélt man vielmehr eine Energie-Erhaltungsei-
genschaft fiir Losungen u: R™ x Ry — R der Wellengleichung , bestehend aus einer
Gesamtenergie und kinetischer Energie:

1

Bu(t) = 5 [ [0 + 9u)] do

Fiir die Zeitableitung von ¢ — E(u(t)) folgt ndmlich

d

&E(u(t)) = / [0pu(t) Ofu(t) + Vu(t) - V(Opu)(t)] dz = Opu(t) [0fu(t) — Au(t)] dz =0,
n ]R”l

wobei wir angenommen haben, dass die Anfangswerte ug und v in (2.33)) kompakten Trager

haben. (Hier siecht man auch, wie man auf die Definition der Energie kommt: Man multipliziert

die Wellengleichung mit 0;u(t) und integriert partiell.)

Insbesondere gilt die Energie-Erhaltung E(u(t)) = E(u(0)) fiir alle ¢ > 0. Also behalten Losungen
ihre Energie F(u(t)) fiir die gesamte Zeit-Betrachtung, und ein Vorgehen zum Langzeitverhalten
wie bei der Wiarmeleitungsgleichung ist aussichtslos. Tatséchlich konvergiert die Losung der
Wellengleichung fiir £ — oo im Allgemeinen auch nicht gegen eine stationdre Losung. Dies
passiert nur mit zusétzlicher Dampfung (physikalisch: z.B. Reibung) der Form

O2u + 60yu = Au

mit einem § > 0 in der Gleichung.

Allerdings lasst sich die Eindeutigkeit von Losungen der Wellengleichungen noch aus der Energie-
Erhaltung folgern. Fiir letzteres geniigt es namlich, u(0) = uy = du(0) = vy = 0 anzunehmen;
dann ist E(u(t)) = E(u(0)) = 0 und es bleibt auch u(t) = 0 fiir alle ¢ > 0. (Wieso?)

Wir hatten im Zuge der d’Alembert-Formel schon die endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit
fiir Losungen der Wellengleichungen beobachtet, ganz dhnlich zur Transportgleichung. Wir
prazisieren das mittels Energiemethoden noch etwas. Bei der Wellengleichung passiert die
Informations-Ausbreitung nur auf einem linear in der Zeit anwachsenden Kegel, vgl. . Wir
nehmen dazu an, dass supp ug U suppvg € Bg(0), also

uo(x) =0, wvo(x)=0 wenn |z| > R, (2.38)
gilt und zeigen, dass dann fiir eine Losung der Wellengleichung auch folgt:
u(z,t) = Owu(x,t) =0  wenn |z| > R+t

also suppu(t) U supp diu(t) € Bpr4+(0). Sprich, die in up und vy enthaltene Information
verbreitet sich nur mit endlicher Geschwindigkeit.

Dazu definieren wir

= u 2 u 2 xZ.
= [ Jowl + vue]a
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Wir schreiben R; := %. Mit der Transformation y = R, L2 erhalten wir ein Integral auf einem
fixen Gebiet:
eft) = (R)" |
R™\ B (0
Das hat den Vorteil, dass wir hier nicht in der zu integrierenden Menge bzgl. ¢ differenzieren
miissen, sondern wie {iblich per Vertauschen von Differentiation und Integration verfahren
konnen:

) Uatu(Rt% H° + |Vu(Rey, t)ﬂ dy.

e(t) = + 2(Rt)n/ Oru( Ry, t) Voru(Rey, t) - 2 dy
t R\ B (0) R

p2Ar) [ V(R [(Vu) (R0 %] dy
R™\BR(0)

LRy / Oru(Rey, t) O%u( Rey. 1) dy
R™\BRr(0)

+ 2R / Vu(Ryy.t) - Vou(Ruy, t) dy.
R"\B1(0)

Wir transformieren die ausgeschriebenen Integrale zuriick zu z:

1
el(t) — ne(t)

V[|8tu(:c,t)|2 + IVu(a:,t)ﬂ cxdx

+ 2/ [Oru(z,t) Oiu(z,t) + Vu(z,t) - Vou(x, t)] d,
R™\Br4+(0)

und integrieren partiell, zundchst im ersten ausgeschriebenen Integral:

ne(t) n

/ _ _ 2 2
e't) = Rt R+t/IR"\BR+t(0)[|atU(x7t)| + |Vu(z,t)] }dx
+ Ou(x, t)> + Vux,tQV(m).xdam
/MRHO[M )2+ Fute, ) 252 doe)

+ 2/ [Ou(z,t) Ofu(z, t) + Vu(z,t) - Vou(z,t)] da.
R™\Bpr+(0)
Die erste Zeile ergibt sich zu 0. Weiter ist beim Oberflichenintegral zu beachten, dass die dufsere
Normale an R" \ Br+(0) durch v(z) = 5 gegeben ist und somit v(x) - 755 = —1 gilt. Also
verbleibt

e(t) = 2/ [Opu(z,t) Oiu(z,t) + Vu(z,t) - Vou(z,t)] dz
R™\Br4+(0)

— / [\8tu(:1c,t)|2 + |Vu($,t)\2] do(z),
0BRr+4(0)

was wir uns als Ableitung des originalen e(¢) im Sinne einer Art Produktregel merken. Um nun

noch ins Spiel zu bringen, dass u die Wellengleichung (2.32)) 16st, integrieren wir den ersten
Term nochmals partiell:

e(t) = —2/ Opu(x,t) [(ftu(x,t) — Au(z,t)] dz
R™\Bpr++(0)

- / [[0vu(z, t)|* + |Vu(z, t)]> + 2 0pu(z, t) Vu(z,t) - v(z) do(z)] do(z).
0BRr+(0)
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Das Gebietsintegral verschwindet also klarerweise. Mittels Cauchy-Schwarz-Ungleichung und
|v(z)| = 1 ergibt sich weiter

s [ (oG0P + Ve 0 -2 o0 [Vutz 0] 4o
- _/8]3 © [‘@eu(x,t)} - ‘VU(x,t)”2da(x) <0.

Also gilt ist e monoton fallend, insbesondere 0 < e(t) < e(0) fiir alle ¢ > 0. Unter der
Annahme ([2.38) gilt aber e(0) = 0 und entsprechend e(¢) = 0 fur alle ¢ > 0. Es folgt u = 0 auf
R™\ Br4(0), da u(0) = up = dyu(0) = vo = 0 auf der groferen Menge R™ \ Br(0) war.

Wir halten das Ergebnis noch formell fest, in der “umgekehrten” Formulierung mit Bezug auf

den Lichtkegel (2.35):

— Satz 2.27: Endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit

Sei u € C?(R" x R, ) eine Losung der Wellengleichung (2.32)) mit Anfangswerten (2.33)),
und seien ug = vg = 0 auf einer Kugel By, (xo) fir zg € R” und ¢y > 0. Dann gilt u =0
auf dem Kegel

(0, to) :{ (z,8) € R x [0, t0]: |z — 20| < to —t }

Sind die Anfangswerte also identisch null auf einer Kugel B C R™, so impliziert dies bereits, dass
die Losung auf einem Kegel in Raum-Zeit mit Basis B identisch null ist; die Hohe des Kegels
héngt mit dem Radius der Kugel zusammen. Insbesondere hat die Information “auferhalb” B
keinen Einfluss auf die Losung u innerhalb dieses Kegels.
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3 Elliptische Gleichungen zweiter Ordnung

In diesem Kapitel werden wir uns grundlegend mit der Losbarkeit von elliptischen PDGLen zwei-
ter Ordnung in einem modernen funktionalanalytischen Sinne beschéftigen. Hierzu betrachten
wir grundsétzlich in einem beschrinkten Gebiet @ C R™ mit f: Q — R die Gleichung

Lu=f in Q (3.1)

wobei der lineare Differentialoperator zweiter Ordnung L gegeben sei durchﬂ

(Lu)(z) == Y a(x)d05u(z) + > bi(z)du(x) + c(z)u(z), (3.2)
=1

1<i,j<n

bzw. in Divergenzform

n

Lu(z) = — Z i (aij(z)du(zx)) + sz(x)@u(m) + c(x)u(z), (3.3)

1<i,j<n i=1

mit geeigneten Koeffizientenfunktionen (a;;), (b;) und ¢, die jeweils @ — R abbilden. Wir
interpretieren die Sammlung der (a;;) und (b;) oft als Matrix a = (a;j)1<ij<n: @ — R™*"
bzw. (Spalten-) Vektor b = (by,...,b,)": Q — R™ Mit dieser Interpretation lisst sich die
Divergenzform auch kompakt schreiben:

Lu= -V -(aVu)+b-Vu+ cu.

Je nach Zielsetzung ist die eine oder die andere Fomulierung fiir L vorteilhaft. Wenn wir uns mit
Existenzresultaten beschéftigen, erweisen sich Gleichungen in Divergenzform als einfacher zu
behandeln. Falls die Koeffizienten hochster Ordnung (a;;) stetig differenzierbar sind, so lassen
sich beide Formulierungen in eine Version der jeweilig anderen umformen.

Die grundlegende Bedingung fiir unsere im weiteren entwickelte Theore, die den Gleichungen
auch ihren Namen gibt, ist die folgende:

— Definition 3.1: GleichmaRig elliptisch

Der partielle Differentialoperator L (3.2]) bzw. (3.3)) heifst gleichmdfig elliptisch, falls eine
Konstante 6 > 0 existiert, so dass

Z aij<x)§i§j > 9‘5’27 ([IZ € Q? g € Rn) (34)

1<i,j<n

'Wir schreiben hier im Weiteren 8; := 9,; das wird nicht zu Konfusion fiihren, da keine Zeitvariable ¢ mehr
prasent ist.
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Beachte, dass
Y a@)&g =¢Ta@)E  (z€Q, EER)

1<i,j<n

gilt. Fiir a(-) symmetrisch bedeutet dass, dass jedes a(x) positiv definit ist, und fiir die kleinsten
Eigenwerte A\pin(x) > 6 gilt. Die Bezeichnung gleichmdfig elliptisch erklart sich weiter wie folgt:
Wenn (|3.4) gilt, dann beschreibt die Menge

Ey()={ ¢ € R": ¢Ta(a)s = p }

fiir jedes z € €2 und jedes p > 0 einen Ellipsoiden in R".

— Beispiel
Als Standardbeispiel fiir (3.1)) haben wir bereits die Poisson-Gleichung kennengelernt:

und fiir diese ist a;; = 05, also a die n x n Einheitsmatrix, sowie b = 0 und ¢ = 0.
Insbesondere ist L = —A gleichméfig elliptisch mit Konstante § = 1. Die Ellipsoiden E,,(x)
entsprechen dann Kreisen vom Radius /p.

Das eigentliche (idealistische) Ziel dieses Abschnittes wére es, die Existenzresultate fiir die
Poissongleichung —Awu = f auf allgemeine, gleichméfig elliptische Gleichungen zweiter Ord-
nung in Divergenzform zu verallgemeinern. Fiir den Spezialfall L = —A mussten wir schon
vergleichsweise aufwiandige Techniken bemiihen, um die Existenz einer klassischen Lésung zu
zeigen, so dass man erwarten kann, dass die Existenz fiir allgemeinere Differentialoperatoren
ungleich schwieriger zu zeigen sein wird. Ausserdem ist unter schwachen Voraussetzungen an
die Koeffizienten und die Inhomogenitét (die z.B. insbesondere unstetig sein konnten) klar, dass
i.A. gar keine klassische Losung existieren kann.

Unsere Strategie zur Analyse partieller Differentialgleichungen, insbesondere also auch elliptischer
Gleichungen zweiter Ordnung, ist daher die Folgende:

1. Definition eines verallgemeinerten Ableitungsbegriffes, die distributionelle und schwache
Ableitung,

2. Herleitung einer entsprechend angepassten schwachen Formulierung der Problemstellung
in Bezug auf geeignete Funktionenrdume (Sobolev-Raume),

3. Losung der schwachen Formulierung (Beweis von Existenz und gegebenenfalls Eindeutig-
keit) mit Mitteln der Funktionalanalysis.

Bei diesem Programm ist das Zusammenspiel aller drei Punkte wichtig: Die Definition der
verallgemeinerten Ableitungsbegriffe und die entsprechende schwache Formulierung des Problems
miissen natiirlich zusammenpassen. Zudem muss die schwache Formulierung zugénglich fiir
Techniken aus der Funktionalanalysis, wie z.B. den fundamentalen Satz von Laz-Milgram
(Satz , sein. Insbesondere darf der Losungsbegriff nicht zu allgemein sein, da sonst keine
Hoffnung auf Eindeutigkeit einer Lésung bestehen wird. Dies bedeutet zum Beispiel, dass
wir als designierten Losungs-Funktionenraum einerseits einen vollstdndigen Raum nehmen
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miissen und dass sich andererseits aus der Gleichung bzw. Problemformulierung geeignete
Abschétzungen beziiglich dieser Normen ergeben sollten, so wie wir es bereits bei den behandelten
Energiemethoden gesehen haben. Da letzteres im wesentlichen ausschlieflich fiir “Integral-
Normen” moglich ist, werden sich genau die Sobolevrdume als geeignete Wahl herausstellen.
Diese beinhalten Funktionen, deren verallgemeinerte Ableitungen integrierbar sind, also in
einem Lebesgue-Raum liegen. In den Sobolevraumen lédsst sich auch die Liicke aus Satz [2.15]
(Energieminimierung fiir Losungen des Dirichlet-Problems fiir die Poisson-Gleichung —Au = f)
schliefen und tatsdchlich Existenz einer solchen, dann Energie-minimierenden, Lésung zeigen.
In diesem Sinne sind die Sobolevraume exakt die korrekte Verallgemeinerung.

Hat man nun die Existenz und ggf. Eindeutigkeit einer Losung in einem geeignet verallgemei-
nerten Sinne bewiesen, gilt es noch, Techniken zu entwickeln, um diese schwachen Lésungen
genauer zu untersuchen, die im Allgemeinen nur abstrakt gegeben sind, und fiir die man auch
keine konkrete Darstellungsformeln mehr hat! Insbesondere ist man dabei an Kriterien an
die Koeffizienten im Problem und an die Inhomogenitét interessiert, unter denen sich zeigen
lasst, dass schwache Losungen tatséchlich stetig, klassisch differenzierbar oder sogar klassische
Losungen des Problems sind. Dies fiihrt auf die sogenannte Regularitdtstheorie.

Zunichst bendtigen wir einige funktionalanalytische Grundlagen, die wir zu Beginn diskutieren.

3.1 Funktionalanalytische Grundlagen

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einer kleinen funktionalanalytischen Wiederholung;:

(FA1) Ein normierter Raum X ist ein (hier: reeller) Vektorraum—fir z,y € X und o, 5 € R
ist ar + Py € X—mit einer Norm, d.h. einer Abbildung |- ||x = || - ||: X — R4, sodass
|z|]| = 0 genau dann, wenn z = 0, sowie positive Homogenitéat ||[Az| = |\|||z] fir A € R,
und die Dreiecksungleichung ||z + y|| < ||z|| + ||y|| gilt. Diese Norm definiert die Topologie
und den Konvergenzbegriff auf X. Zwei Normen || - ||; und || - ||2 auf X heissen dquivalent,
wenn es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass

CHalz <zl < Cllzllz (z € X)

gilt. Diese erzeugen dieselbe Topologie und sind daher als gleichwertig anzusehen.

(FA2) Ein normierter Raum X heifst separabel, wenn es eine dichte abzdhlbare Teilmenge von X
gibt, sprich, eine Menge {z1,x2,...} C X, so dass X = span{x1,zo,...}.

(FA3) Ein Banachraum X ist ein vollstdndiger normierter Raum, d.h. jede Cauchyfolge in X ist
auch konvergent.

(FA4) Ein Operator A: X — Y ist eine lineare Abbildung zwischen normierten Vektorrdumen.
Der Operator ist stetig genau dann, wenn er beschrinkt ist, also wenn es eine Konstante
C > 0 gibt, so dass ||Az|ly < C||z|x fir alle x € X gilt. Die Operatornorm ||Alx—y =
| A|| ist die bestmdogliche Konstante:

A
142lly oo 1Az]ly = mf{ C>0: ||Azlly < C|zl|x, € X }
cex\{o} [1Zlx vEX,

[l x <1

Al =
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(FA5)

(FA6)

(FAT)

(FAR)

(FA9)

(FA10)

(FA11)

und es gilt immer ||Az|ly < [|A||x=yv|z]x. Mit der Operatornorm ist der Raum der
linearen Operatoren £(X — Y') wieder ein normierter Raum. Wenn Y ein Banachraum
ist, dann ist es £L(X — Y) auch.

Einen injektiven stetigen Operator A € L(X — Y) zwischen normierten Vektorrdumen
X und Y nennen wir auch Finbettung (embedding) und sagen, dass X eingebettet in Y
ist, da man X eindeutig mit der Teilmenge AX C Y identifizieren kann. Wir schreiben
X <Y, wenn in diesem Kontext die gewéhlte Einbettung klar ist. (Im Normalfall ist es
die Identitétsabbildung.)

Eine spezielle Klasse stetiger linearer Operatoren A: X — Y ist die der kompakten
Operatoren. Fiir einen solchen ist das Bild ABR(0) einer jeden Kugel Br(0) in X mit
Radius R > 0 relativ kompakt. Insbesondere hat (Axy) eine in Y konvergente Teilfolge,
wenn (xy) beschrankt in X ist.

Ein lineares Funktional £: X — R ist eine lineare Abbildung nach R als Spezialfall eines
Operators mit Y = R. Ein lineares Funktional ¢ ist also stetig, wenn es eine Konstante
C > 0 gibt, so dass [¢(z)| < C||z|| fiir alle x € X gilt. Den Raum aller stetigen linearen
Funktionale £(X — R) auf X nennen wir den Dualraum X*. Mit der Operatornorm ist
dieser ist immer ein Banachraum. Wir schreiben oft

Ux) = ({,x)x xx = ({,x) (e X" xzeX)
und mit dieser Schreibweise gilt die verallgemeinerte Cauchy-Schwarz Ungleichung

(€, 2)| < [lellx+ll]lx-

Sind X,Y Banachrdume sowie A: X — Y linear und stetig, dann ist der (eindeutig
bestimmte) adjungierte Operator A*: Y* — X* (adjoint operator) definiert durch

(A*y)(z) = (A*y, ) x+xx = (y, Ax)y+xy = y(Ax) (reX, yey).

Ein Hilbertraum X ist ein Banachraum, dessen Norm von einem Skalarprodukt erzeugt
wird: ||z|| = v/(z, z), wobei das Skalarprodukt (-,-)x = (-,-): X X X — R eine bilineare
und symmetrische Abbildung ist, deren induzierte quadratische Form positiv definit ist,
d.h. es gilt (z,z) = 0 genau dann, wenn = = 0.

In einem Hilbertraum X sind alle abgeschlossenen Unterrdume U komplementiert, genauer
gilt X = U @& U*, wobei das orthogonale Komplement UL aus allen z € X besteht, die
senkrecht auf U stehen: (z,u) = 0 fiir alle u € U.

In Hilbertraumen gilt der fundamentale Riesz’sche Darstellungssatz (Riesz representa-
tion theorem): Jedem linearen Funktional £/ € X* kann ein eindeutiges Element x, € X
zugeordnet werden, so dass

Uz) = (l,x)x*xx = (g, ) x (x € X)

gilt. Natiirlich gilt wegen der Cauchy-Schwarz Ungleichung auch die Umkehr, d.h. fiir jedes
y € X ist £y(x) = (y, x) ein stetiges lineares Funktional; tatséchlich ist die Korrespondenz
auch isometrisch: ||¢]|x+ = ||z¢||x, und im Falle eines Hilbertraumes X folgt, dass X und
X* isometrisch isomorph sind.
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(FA12)

Eine Bilinearform B: X x X — R ist eine in jeder Komponente lineare Abbildung. Ein
Skalarprodukt ist ein Beispiel einer Bilinearform, eine allgemeine Bilinearform muss im
Gegensatz zum Skalarprodukt aber nicht symmetrisch sein. Die Bilinearform B ist stetig,
wenn es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass B(z,y) < C||z| ||y| fiir alle z,y € X gilt.

Wir hatten in Abschnitt schon diverse Funktionenrdume kennengelernt und bei den meisten
erwahnt bzw. festgestellt, dass sie Banachrdume sind. Mit unserem nun erweiterten Vokabular
sammeln wir noch einige weitere Figenschaften ein, wobei wir uns hier auf die Lebesgue-Raume
auf einer Menge T C R"” beschrénken:

Fiir 1 < p < ocoist LP(T) ein Banach-Raum. (Satz von Fischer-Riesz, wichtiges Teilresultat:
jede in LP(T) konvergente Folge (uy) hat eine Teilfolge (uy,), die fast iiberall punktweise
konvergiert, d.h. fiir fast jedes fixes € T konvergiert (ug,(z)) in R.)

Seien 1 < p,q < oo und % + % = 1. Dann gilt die Hélder-Ungleichung

/Tf(fﬂ)g(w) dz < || fllzeerylgllzoery — (f € LP(T), g € LY(T)).

Aus dieser kann man zum Beispiel zeigen, dass aus 1 < p < r < g < oo folgt, dass
LP(Y)NLY(Y) C L"(Y) gilt. (Wie?) Tatséchlich gilt LP(Y) N LI(Y)— L"(T), wenn man

den Schnittraum mit der Summe der einzelnen Normen versieht I

Fiir || < oo, insbesondere also fiir eine beschrankte Menge T, gilt ebenfalls wegen der
Holder-Ungleichung LP(Y) — L(Y) fiir 1 < ¢ < p < 0o, denn aus dieser folgt

1

1_1
lullpaery < Tla#llullpeery  (w € LP(T)).
Fiir | Y| = oo, insbesondere also T = R"™ ist diese Einbettung falsch.
Fiir p = 2 ist L?(Y) ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(u,v)r2(7) ::Au(m)v(m) dz.

Fiir 1 < p < oo kann der Dualraum von LP(Y) mit L4(Y) identifiziert werden, wobei
1% + % = 1, d.h. (LP(Y))* ~ L9(Y) im Sinne von isometrisch isomorph. Die linearen
Funktionale auf LP(T) sind dann genau von der Form

l(u) = Au(:z:)v(:z:) dz (u € LP(Y))

fiir ein v € L(T). Mit der Holder-Ungleichung {iberzeugt man sich leicht von der Stetigkeit
solcher linearen Funktionale.

Fiir p = oo ist L(Y) € (L>°(Y))", d.h. der Dualraum von L>(Y) ist echt grofer als
LY(T).

2Hier (und auch sonst oft) ist die Young-Ungleichung niitzlich: ab < a® 4 %' fir a,b > 0 und % + % =1.

T
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e Fir 1 < p < oo folgt aus der Konvergenz u,, — u auch, fir % + % = 1, die schwache
Konvergenz (auch: u, — u)

/un(af)v(m)d:z: — /u(:c)v(;c)d:c (v e LYTY) (3.5)
T T

e Fiir 1 < p < oo hat eine in LP(T) beschréankte Folge eine schwach konvergente Teilfolge

im Sinne von (3.5)).

e Fiir 1 <p < oo ist LP(T) separabel, und weiterhin ist C§°(Y) dicht in LP(Y).

3.1.1 Der Satz von Lax-Milgram

Unser iibergeordnetes Ziel ist es, ein Losungskonzept fiir Randwertprobleme elliptischer Differen-
tialoperatoren zu erarbeiten. Der in diesem Abschnitt vorgestellte Satz von Lax-Milgram liefert
ein (bzw. das) funktionalanalysisches Mittel, welches uns spéter Existenz (und Eindeutigkeit)
von sogenannten schwachen Losungen elliptischer Gleichungen liefern wird. Dieser Satz (aus
historischen Griinden auch oft: Lax-Milgram Lemma) stellt die Quintessenz des in der Einleitung
dieses Kapitels vorgestellten Programmes dar und ist von fundamentaler Bedeutung.

— Satz 3.2: Lax-Milgram

Sei X ein Hilbertraum und B: X x X — R eine Bilinearform, welche die folgenden
Bedingungen erfiillt: Es gibt Konstanten «a, 8 > 0, so dass

(1) |B(z,y)| < alle| [lyll fir alle z,y € X,
(ii) B||z||?> < B(z, ) fiir alle z € X.

Dann hat fiir jedes beschrankte lineare Funktional f € X* die Gleichung

B(z,y) = (f,y)xxx  (yeX) (3.6)

eine eindeutig bestimmte Losung = = x5 € X. Insbesondere hangt z; linear und stetig von
f ab, mit der Abschétzung

1
zrllx < = fllx*-
[l ﬁ” |

Wir hatten schon bemerkt dass die erste Bedingung an B die Stetigkeit von B impliziert.
Die zweite Bedingung fordert gleichméfige positive Definitheit von B. Man beachte aber, dass
nicht gefordert ist, dass B symmetrisch ist. In diesem Fall wiirde B tatséichlich ein Skalarprodukt
auf X induzieren und die Behauptung folgt aus dem Riesz’schen Darstellungssatz [(FA11)

Beweis von Satz[3.3. Fiir jedes feste z € X ist die Abbildung y — B(z,y) ein beschranktes
lineares Funktional auf X. Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz gibt es also ein eindeutiges
w € X, abhingig vom gegebenen z, so dass

B(z,y) = (w,y)x  (y€X)
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gilt. Wir definieren die Zuordnung A: X — X gegeben durch Az := w. Die Abbildung A ist der
der Bilinearform B zugeordnete Operator, definiert iiber die fundamentale Identitét

(Az,y)x = B(z,y)  (y€X)

Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existiert weiterhin genau ein v = vy € X, so dass

(i xxx =(y)x  (yeX).

Also ist Gleichung (3.6)) dquivalent zu

(Az,y)x = B(z,9) = (£ t)xxx = 0, p)x  (y € X),

und das ist genau dann der Fall, wenn Az = v ist. (Warum?) Wir zeigen im Weiteren, dass A
bijektiv ist; dann ist die gesuchte Losung von (3.6]) gerade A~1v ¢ Das passiert in den folgenden
Schritten:

Schritt 1: A ist linear, denn fiir alle A;, A2 € R und z1,z9 € X rechnet man fiir jedes y € X
sofort nach, dass

(A(Miz + Xaxa),y) = B(Miz1 + Aoz, y)
- )\13(171, y) + AQB(‘/L‘27 y)
= M (Az1,y)x + Ao(Aza, y)x = (MAz1 + XAz, y)

Schritt 2: Die Beschrianktheit von A folgt sofort aus der von B:

[Az|* = (Az, Av)x = B(w, Az) < olz||[Az] = |Az| < all].

Schritt 3: Die Injektivitdt von A kommt aus der Definitheit von B:
Blla|® < B(z,2) = (Az,x)x < |z||Az = Bllzl| < || Az],

also folgt aus Ax = 0 auch x = 0.

Schritt 4: Es bleibt zu zeigen, dass A surjektiv ist. Das machen wir in zwei Teilschritten:
Einerseits zeigen wir, dass das Bild R(A) = AX abgeschlossen ist, und andererseits, dass es
dicht ist. Daraus folgt dann AX = X, also Surjektivitét.

Schritt 4a (Abgeschlossenheit): Sei (Axy) eine Folge , die gegen ein y € X konvergiert. Dann ist
y € R(A), denn wegen

Az, — Aze|| = [[A(zr — zo)|| = Bllaw — 2l (kL €N)

ist (z)) eine Cauchyfolge. Da X vollstandig ist, hat (xj) einen Grenzwert € X, und mit der
Stetigkeit von A folgt Az =y, also y € R(A).

Schritt 4b (Dichtes Bild): Wir stellen zunéchst fest, dass allgemein fiir einen Unterraum U C X
gilt: falls aus (u,z) = 0 fiir alle u € U folgt, dass = 0 sein muss, dann ist U dicht. Denn wegen
der Stetigkeit des Skalarprodukts impliziert die Annahme, dass das orthogonale Komplement

U+ = {0} ist. Nach [(FA10)| folgt dann aber X = U @ U+ = U. Also ist U dicht.
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Wir wenden die Feststellung auf den Unterraum R(A) an und zeigen, dass aus (Az, z)x = 0 fiir
alle x € X schon z = 0 folgt. Das sieht man aber direkt mit der Definitheit von B, denn

(Az,2) = B(z,2) > B||z]|* > 0 (0+# 2z € X).
Also ist R(A) dicht.

Damit haben wir gezeigt, dass A € L£(X) bijektiv ist, also existiert der inverse Operator
A=l € £(X). Die Losung von ist entsprechend gegeben durch z = A_lvf, und da [+ vy
aus dem Riesz’schen Darstellungssatz eine lineare Isometrie ist, ist f — x auch stetig von
X* nach X. Die behauptete Abschiitzung der Operatornorm von A~! folgt wieder aus der
Definitheit, denn fiir die Losung x = z; gilt

Bllzll* < B(z,z) = (f,z) < [|fllx
woraus ||z||x < 87| f||x+ folgt. O

x”X7

3.1.2 Distributionelle Ableitungen

Im Folgenden sei 2 C R™ wieder ein Gebiet. Wir bezeichnen mit
D() = 5o (),

dem zu Anfang bereits definierten Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit
kompaktem Trager in €2, den sogenannten Testfunktionenﬁ

Definition 3.3: Distribution

Eine Distribution ist ein stetiges lineares Funktional auf dem Raum D(2). Die Gesamtheit
der Distributionen auf Q wird mit D’'(£2) bezeichnet.

Achtung: Der Raum D(Q2) der Testfunktionen ist kein normierter Raum. Entsprechend
gelten die schonen funktionalanalytischen Aussagen zu Beginn des Kapitels nicht fiir diesen
Raum. Es bliebe zu prézisieren, was in diesem Kontext ein “stetiges” lineares Funktional auf
D(Q2) ware. Tatsédchlich ist eine lineare Abbildung 7": D(€2) — R genau dann stetig, wenn fir
jede kompakte Menge K C €2 eine Zahl N € N und eine Konstante C' existiert, so dass

T(e) < Csup{ [Dop(@)|: 2 € K, Ja] SN | (9 € D), suppy C K).

— Beispiel: Reguldre und singuldre Distributionen

Jede lokal integrierbare Funktion u € L. (2) (und damit jede Funktion in einem LP(£2)-
Raum) induziert eine Distribution, da

cp»—>/gu(a:)<p(a:) dzx

ein stetiges lineares Funktional auf C§°(2) ist. Eine Distribution 7" der vorigen Form nennt

3Diese Bezeichnung hat historische Griinde und geht zuriick auf den Vater der Distributionentheorie, Laurent
Schwartz, der fiir die systematische Ausarbeitung dieser 1950 mit der Fields-Medaille geehrt wurde.
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man auch reguldr. Die erzeugende Funktion einer reguldren Distribution ist eindeutig.
(Fundamentallemma der Variationsrechnung!)

Aber auch allgemeinere Objekte als Funktionen sind (dann: singuldre) Distributionen. Wir
haben schon die Dirac-0-Distribution d, zentriert bei y € 2 kennengelernt:

6y, ) =(y) (¢ € D(Q)),

man kann aber zum Beispiel auch eine Dirac-d-Distribution einer Fliche I' C ) betrachten:

wnwzﬁ¢wu> (p € D()).

Insgesamt gilt also:

Lioe(Q) € D'(Q)

Die Grundidee von Distributionen ist, dass die Testfunktionen quasi die bestmoglichen Funktio-
nenklasse ist—abgesehen von analytischen Funktionen, die aber zu einschriankend fantastisch
sind—, was umgekehrt heifst, dass wenn ein lineares Funktional fiir irgendeine Funktionenklasse
etwas sinnvolles tun soll, es dies sicher auch fiir die Testfunktionen tun sollte. In diesem Sinne
sind die Distributionen die natiirliche Obermenge fiir alle linearen (stetigen) Funktionale auf
Funktionenraumen.

Tatséchlich kann man die Giite der Testfunktionen nun auch nutzen, um eine verallgemeinerte
Ableitung, die distributionelle Ableitung, zu definieren. Dies funktioniert wieder iiber lineare
Funktionale, wobei man eine Analogie zur partiellen Integration benutzt.

Dazu beobachtet man, dass die von einer Ableitung einer stetig differenzierbaren Funktionen u
erzeugte regulére Distribution mittels partieller Integration folgende Relation erfiillt:

) = [ du@)pla)de = = [ w@dip(e)de = —(wdig) (€ D))

wobei die bei der partiellen Integration entstehenden Randterme wegen des kompakten Trégers
von ¢ wegfallen, und natiirlich auch 0;p wieder eine Testfunktion ist, wenn ¢ eine ist. Nun
wahlt man gerade die duferste Gleichheit als Definition der distributionellen Ableitung:

— Definition 3.4: Distributionelle Ableitung
Sei T € D'(Q) und o € N, Dann heisst DT € D'(€2) definiert durch

(D°T, ) = (-1)l°NT, D*p) (¢ € D()) (3.7)

distributionelle Ableitung der Ordnung || von 7.

Man beachte, wieder dass wegen ¢ € D(Q) auch D%p € D(Q) gilt und damit die rechte Seite
von (3.7) wohldefiniert ist.

Fiir allgemeine Distributionen erscheint die vorige Definition moéglicherweise zunéchst ein
wenig konstruiert. Zum Beispiel wére fiir die Dirac-d Distribution dy auf D(—1,1) dann die
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distributionelle Ableitung ¢, gegeben durch

(00, 0) = —(00,¢") = —¢'(0) (¢ € D(Q))

Aber fiir regulére Distributionen erhalten wir exakt die zu erwartende Verallgemeinerung des
iiblichen Ableitungsbegriffes:

— Beispiel 3.5
Sei 2 = (0,2) C R und betrachte die stiickweise definierte Funktion

u(x) =

z, fir0<az <1,
1, firl<z<?2.

Dann ist die distributionelle Ableitung u’ von u gegeben durch

1, firO<axz<1,
v(z) = .
0, firl<z<?2.

Dies sieht man folgendermafen. Fiir ¢ € D(0,2) gilt:
1 2 1
W) =~y == [ ag@de- [ o= [ pla)da
0 1 0
2
- [ @@ de = o

Also hat u eine distributionelle Ableitung, die selbst eine reguldre Distribution ist, erzeugt
von v. (Dies nennt man auch schwache Ableitung.) Nun betrachten wir stattdessen

() r, fir0<z<1,
w _=
3, firl<z<2

und rechnen analog:
1 2 1
W)= —(wg) = = [ad@ar =3 [ Ha)de = [ pla)ar +200)
2
:/0 v(z)p(z)dr + 2¢(1).

Also ist hier die distributionelle Ableitung von w gegeben durch die Summe w’ = v + 24;.
Insbesondere ist w’ diesmal keine reguldare Distribution. Verfolgt man den Ursprung der
Dirac-0-Distribution zuriick, so sieht man, dass diese vom Sprung von w der Hohe 2 in
x = 1 kommt. Das weist darauf hin, dass (wenigstens im Eindimensionalen) nur stetige
Funktionen auch schwache Ableitungen haben werden, also distributionelle Ableitungen,
die selbst regular sind.

Da wir die distributionelle Ableitung ja schon als Verallgemeinerung einer Relation fiir die
klassische Ableitung stetig differenzierbarer Funktionen motiviert und eingefiihrt haben, ist
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klar, dass die distributionelle Ableitung konsistent mit der klassischen Ableitung einer stetig
differenzierbaren Funktion ist, wie man es auch hoffen wiirde.

Genauer folgt per Definition, dass die distributionelle Ableitung einer von einer stetig differen-
zierbaren Funktionen u erzeugte reguldre Distribution auch genau die von der entsprechenden
Ableitung von u erzeugte regulére Distribution ist. Im Gegensatz zum klassischen Ableitungsbe-
griff sind nun aber alle Distributionen beliebig oft differenzierbar. Aufierdem gilt immer der Satz
von Schwarz, nach dem die Reihenfolge der distributionellen partiellen Ableitungen beliebig
vertauschbar ist.

— Bemerkung 3.6: Temperierte Distributionen

Distributionstheorie kann auch auf den ganzen R”™ iibertragen werden; statt bzw. ergénzend
zu den Testfunktionen betrachtet man hier aber die schnell abfallenden Funktionen, bei
denen jede Ableitung fiir x — oo schneller féllt als jedes Polynom |z|~™ fiir jedes m € N.
Der Dualraum dieses Funktionenraums wird temperierte Distributionen genannt.

Zum Abschluss erwdhnen wir noch folgendes Lemma iiber die distributionelle Ableitung regulérer
Distributionen, das wir in seiner einfachsten Form schon verwendet und erwahnt haben.

Lemma 3.7: Verallgemeinertes Fundamentallemma der Variationsrechnung

Sei w € L .(R2) und k € N. Falls D% = 0 fiir alle Multiindizes o mit |a| = k, dann ist u
fast iiberall gleich einem Polynom der Ordnung héchstens & — 1.

Im Fall £k = 0 besagt besagt das eigentliche Fundamentallemma der Variationsrechnung, dass,
falls die von u erzeugte regulére Distribution gleich 0 ist, also, falls

/Q u@)p(z)de =0 (p € D(Q)),

dann folgt auch u(z) = 0 fiir fast jedes = € Q. (Das ist die korrekte Interpretation eines Polynoms
vom Grad —1.)

3.2 Sobolevraume

Fiir die elliptischen PDGLen, die wir untersuchen wollen, stellen sich die sogenannten Sobolevrau-
me als die natiirlichen Funktionenrdume heraus. Diese Rdume werden iiber die distributionellen
Ableitungen eingefiihrt, indem gefordert wird, dass die verallgemeinerten Ableitungen regulir
sind, und deren erzeugende Funktionen wieder geeignet integrierbar sind:

— Definition 3.8: Sobolevraume

Sei k € Ny und 1 < p < oo. Der Sobolevraum W*P(Q) ist definiert durch

WhP(Q) = { we LP(Q): Du e LP(Q), |a] <k }
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mit der Norm

p .
(Sraie 1Dl )" fir 1< p < oo,

kp =

HUHWIW(Q) = |lu
max|q|<p [[Du| Lo (), fiir p = oo.

Die Sobolev-Raume bestehen leiten sich also von den Lebesgue-Réumen ab, wie man auch schon
mit der Definition der Normen ablesen kann. Distributionellen Ableitungen, die regulér sind,
nennt man auch schwache Ableitungen. (Tatsdchlich ist dieser etwas konkretere Begriff weiter
verbreitet als der der distributionellen Ableitung.)

Wir sammeln einige Tatsachen {iber die gerade definierten Sobolevraume. Dabei nutzen wir hier
und im Weiteren auch |[| - [|, := || - ||z»(q) als abkiirzende Schreibweise.

e Durch
ulllwer@) = Y 1Dl

o<k

wird eine dquivalente Norm auf W*P(Q) definiert.

by = (3 10eugy) "

laf=Fk

verschwindet auf Polynomen vom Grad kleiner oder gleich k — 1, siche Lemma .

e Die Halbnorm

e Eine Folge (uy) € WHP(Q) konvergiert genau dann gegen u, wenn D%uy — D%u in LP(1)
fiir jeden Multiindex |a| < k.

e Fiir 1 < p < oo ist W*P(Q) separabel.

e Der Ableitungsoperator D®: W*P(Q) — Wk-1ebP(Q), der u — D®u abbildet, ist linear
und stetig fiir jeden Multiindex || < k.

e Fiir u € WFP(Q) und ¢ € C°(Q) gilt éu € WEP(Q) und die Produktregel:
o o a!
D(ug) =) DP¢ DO Py, ():
=2 <5> T \8) T Ao

wobei a! := aq-ay-- - -y, fiir den n-Multiindex o und 8 < « heisst: 3; < o firi =1,...,n.
Eine schirfere Formulierung, die wir spéter brauchen, findet sich in Lemma [3.52

e Die lokalen Sobolev-Rdume definiert man analog zu den Lebesgue-Versionen durch

ue VVIIZ’CP(Q) = {u e WHFP(A) fiir jedes A € Q}

Viele Eigenschaften der Lebesgue-Réume LP((2) lassen sich sehr einfach auf Sobolevraume
iibertragen, wie zum Beispiel im Folgenden.
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Satz 3.9: Vollstandigkeit der Sobolevrdume
Sei 1 < p < oo und k € Ny. Dann ist W*P(Q) ein Banachraum.

Beweis. Wir beweisen induktiv. Den Fall £ = 1 behandeln wir wie folgt: Sei (uy,) eine Cauchyfolge
in WP(Q). Dann sind nach Definition (u,) und (d;ju,) jeweils Cauchyfolgen in LP(2), fiir
j=1,...,n. Mit der Vollstéandigkeit von LP(£2) folgt, dass diese konvergieren, also

Uy ——25 u  in LP(Q), jun ——2 w; in LP(Q).
Es muss noch gezeigt werden, dass 0ju = v; € LP(2). Fiir beliebige Testfunktionen ¢ € D(2)
berechnen wir

(Oju, p) = —/Qu(x)ajcp(:r) de = — lim [ wu,(z)0;p(x)dz

n—oo Q

= lim [ OQjun(z)p(x)dr = /ij(x)go(x) dz = (v}, ¢)

n—oo Q

und somit folgt v; = dju im distributionellen Sinne. Damit konvergiert die Cauchyfolge (u,) mit
Grenzwert u € W1P(Q). Also ist W1P(Q) vollstindig und damit ein Banachraum. Das selbe
Argument wiederholen wir induktiv fir £ > 2. O

— Bemerkung 3.10: Sobolev-Hilbertraume

Im Fall Wk’Q(Q), also p = 2, erhélt man, wie im Falle der Lebesgue-Raume, sogar einen
Hilbertraum, iiblicherweise mit der Bezeichnung H*(Q) := W*2(Q). Das Skalarprodukt ist
gegeben durch
(u,v)g = Z / D%u(z) D% (z) dz.
o<k 7€)
Speziel fiir k = 1 erhalten wir den fundamentalen (Hilbert-) Raum H!(Q) mit dem
Skalarprodukt

also die Summe aus L?-Skalarprodukten der Funktion und ihrer Ableitungen. Wie wir sehen
werden, ist der Hilbertraum H'(2) der wichtigste bei der Analysis linearer elliptischer
Gleichungen. Sobolevraume fiir p # 2 verwendet man meist bei nichtlinearen Gleichungen.

3.2.1 Approximation mit glatten Funktionen

Wir zeigen als néchstes, dass wir Sobolevfunktionen durch glatte Funktionen approximieren
konnen. Dazu kommen wieder die Mollifier zum Einsatz, siehe Definition 2.12] In Lemma
hatten wir bereits festgehalten, dass die Faltung 7. * u auch fiir u € Llloc(R”) immer glatt ist.
Tatséchlich gilt dies auch—bis auf einen Sicherheitsabstand zum Rand—auf einer offenen Menge
U, zusammen mit den folgenden Approximationseigenschaften.
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™ Lemma 3.11: Approximation durch Mollifier

Sei U C R" offen und setze U. = {z € U: dist(z,0U) > e}. Fiir u € Lj. (U), sei

u® = 1 * u. Dann gilt:

(i) u® € C*(U,) fiir jedes € > 0,

)
(ii) u® — u punktweise fast iiberall in U fiir € N\ 0,
(iii) wenn v € C(U), dann u® — u gleichméfig auf jeder kompakten Teilmenge von U,
)

(iv) wenn 1 <p < oo und u € LP (U), dann u® — u in LP(V) fiir jedes V € U.

loc

Der Sicherheitsabstand zu 9U, der sich in der Menge U, wiederspiegelt, liegt an der Definition
der Faltung

(e u) () = /U e — ) uly) dy = / )

wobei wir schon genutzt haben, dass suppn. C B:(0) ist. Fiir den Integranden u(z — y) mit
y € B-(0) muss man aufpassen, dass auch noch z —y € U gilt, da u ja nur auf U definiert ist.
Das sichert man eben genau durch z € U..

Beachte, dass sich fiir eine beschrinkte Menge U eine LP Approximationsaussage auch global
herleiten ldasst: Wahle R > 0 so, dass U C Bgr(0) ist, und setze v € LP(U) durch 0 zu
Eou € LP(Bg11(0)) fort. Dann ist U C Br(0) C Br11(0), also U € Bry1(0), und Lemma [3.11]
zeigt, dass (Fou)® — Eou = u in LP(U).

Satz 3.12: Meyers-Serrin Approximation

Sei © C R” ein beschrinktes Gebiet und u € W*P(Q) fiir k € Ng und 1 < p < oo. Dann
existiert eine Folge (uz) C WHP(Q) N C°(Q) so dass ug — u in WFP(Q). Insbesondere ist
damit W*P(Q) N C>(Q) dicht in W*P(Q).

Beweis. Schritt 1: Wir zeigen zunéchst fir |a] < k, dass
DY = (D%u)* in Q..
Die Ableitung der geglatteten Funktion u® entspricht also der Glattung der schwachen Ableitung

von u. Sei nun z € .. Mit der Vertauschbarkeit von Differentiation und Integration sowie der
Definition der distributionellen Ableitungen berechnen wir

D () = Do /Q ne(w — y)uly) dy = /Q Bpenie(x — y)uly) dy
= (—1)lel ane(T —y)u
(-1) /Q Byee(x — y)uly) dy
- /Q ne( — y)Dyeu(y) dy = (ne % Du)(z) = (Dw)*(x).

Hiebei haben wir ausgenutzt, dass y — n.(x —y) € C§°(12) ist.
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Schritt 2: Lokale Approximation durch glatte Funktionen. Diese Approximationseigenschaft
folgt aus der Approximationseigenschaft fiir LP-Funktionen, denn wir erhalten damit fir jede
Teilmenge A € ) nach Lemma [3.11}

1 = ullfyinny = D D% = D]
|| <k
= ZH(D“uE DauHL ) 0 fiir &\,0.
ol <k ’

Damit ist die Konvergenz u® — u in W*P(A) fiir eine beliebige Teilmenge A € Q gezeigt.

Schritt 3: Globale Approximation durch glatte Funktionen.

Diese Approximationseigenschaft folgt schliefilich mit
der lokalen Approximation auf einer geeigneten Uber-
deckung des Gebietes 2. Wir konstruieren

Vit

1
Q; = { x € Q: dist(z,00) > - }

3 9942
041
und V; = Qq, V5 = Q5 sowie 09,

99, 1

W = QZ\QK_Q fir ¢ > 3,

d.h. wir wéhlen fiir die Uberdeckung Ringe, die immer %72

schmaler werden, je ndher wir am Rand 0f2 sind.

Offensichtlich ist Q = [J;2, V; eine offene Uberdeckung von €. Diese ist zudem lokal endlich,
denn jeder Punkt x € Q2 ist in maximal zwei Mengen V; enthalten. Wir wihlen eine zugehdorige
Zerlegung der Eins, d.h. eine Familie von Funktionen

GECP(V), 0<&<1, > &=1 in Q

Fiir u € WFP(Q) ist &u € WHP(Q) mit supp(&u) C Vi eine Lokalisierung von u. Diese wollen
wir nun durch geeignete Glattungen wie in Schritt 2 lokal approximieren. Das soll aber so
passieren, dass wir sie global zu einer gesamt-Approximation zusammenbauen kénnen.

Fiir 6 > 0 wiahlen wir fiir jedes i € N ein ¢; = £;(6) > 0, so dass
. d .
ngu - (g’iu)gzuwk,p(g) < ?7 1 €N,

und supp(&u)® C V; gilt. Das ist moglich nach Schritt 2. Wir approximieren u € WP () nun
durch die Funktion

o0

wle) = Y (G @), ze
i=1
Es ist vy € C°(Q), denn vy ist lokal endliche Summe glatter Funktionen. Auferdem gilt

Ju = vsllweso —HZau—Z ) _zn@ ()
Sé;%:

P(Q2)
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Mit der Wahl uy, := vy, folgt nun die Behauptung. O

Achtung: Satz liefert eine Aussage iiber C°°(£2)-Approximationen. Die analoge Aussage

zu C*°(§2)-Approximation ist im Allgemeinen falsch.

Das kann man sich z.B. in R? mit der Menge  := B1(0)\ {(z,0) € R?: > 0} klarmachen, eine
geschlitzte Einheitsscheibe. Dort wihlt man eine geeignet glatte und integrierbare Funktion u,
die, fiir x > 1/2, iiber dem Schlitz den Wert 1, und darunter den Wert 0 annimmt, und im linken
Halbkreis diese beiden Werte hinreichend glatt verbindet, so dass eben noch beispielsweise u €
H'(Q) gilt. Dann kann es keine glatte Funktion in C*°(Q) geben, die u geeignet approximiert.

Das Problem liegt hier darin, dass die geschlitzte Scheibe €2 lokal um den Schlitz auf beiden
Seiten des Randes 012 liegt. Das fiihrt auch noch in diversen anderen Kontexten zu Problemen,
die wir alsbald betrachten werden. Die Abhilfe hier sind weitere Annahmen an das Gebiet €2
bzw. dessen Rand o).

3.2.2 Randregularitat

Wir geben zunéchst die Definition der Randregularitit und erkldren danach, wie diese heuristisch
einzusetzen ist. Sei dafiir {2 ein beschrinktes Gebiet.

— Definition 3.13: C*/Lipschitz Rand

Wir sagen, dass 0 ein C*-Rand [Lipschitz-Rand] ist, wenn zu jedem Punkt 20 € 9Q
ein r > 0 und eine C*-Funktion |Lipschitz-Funktion] v: R"~! — R™ existieren, so dass,
gegebenenfalls nach Rotation und Umsortierung der Koordinatenachsen, gilt:

QN B.(zY) = { x € Br(z%): x> (w1, ..., 201) }

Wie iiblich ist 9 ein C*°-Rand, wenn es ein C*-Rand fiir jedes k € N ist. Wir sagen
weiter, dass 0f) ein stiickweise X-Rand ist, wenn es ein X-Rand bis auf endlich viele
Ausnahmepunkte ist.

Beachte, dass in Definition folgt, dass QN B,.(2°) genau den x € B,(2") entspricht, fiir die
xn = y(21,...,T,_1) ist. Ein C¥-Rand [Lipschitz-Rand] lisst sich also lokal in jedem Randpunkt
als der Graph einer C*-Funktion [Lipschitz-Funktion| schreiben, und €2 liegt auf genau einer
Seite dieses Graphen.

Fiir einen C*-Rand existiert die #ufere Normale v an Q immer eindeutig (wie?) und ist selbst
mindestens stetig als Abbildung 9€2 — R"™. Fiir einen Lipschitz-Rand gilt diese Aussage noch
immerhin fast iiberall, vgl. auch die Fufsnote weiter unten. Der Satz von Gauk gilt grundsétzlich
fiir C'-Gebiete, es existieren aber Verallgemeinerungen.

Die vorige Definition der Randregularitdt wird iiblicherweise in folgender Art und Weise zum
Glattziehen des Randes (flatten the boundary) benutzt. Sei 20 € 9Q und seien r und ~y
assoziiert wie in Definition Definiere die Transformation ®: B,.(z°) — R™ durch

O(x)=2; (1=1,...,n—1), D, () =xp — (21, Tp—1).
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Dann folgt, dass x € 9Q N B,(z") genau dann, wenn = € B,(2°) und ®(z) = (21,...,2,_1,0).
Der Rand 992 wird also durch ® (lokal) zur Hyperebene [z,, = 0] glattgezogen. Weiterhin finden
wir um ®(z2%) eine Kugel Br(®(z?)), so dass

Man kommt auch wieder zuriick, in dem man ¥: Bild(®) — R” folgendermafen setzt:

Vi(y) =y (i=1,...,n—1), Vo (y) = Yn +YW1s - Yn—1)-

Dann gilt ® = U~ auf B,(2°), sowie det & = det ¥ = 1[]] Randregularitit liefert also die
Moglichkeit, sich bei der Betrachtung des Gebietes lokal um den Rand jeweils auf eine Situation
mit einem flachen Rand zuriickzuziehen.

Wir werden diese Technik im folgenden regelméfig nutzen bzw. referenzieren. Sie ist auch in vielen
Beweisen, die wir nicht alle explizit ausfiihren, die treibende Kraft hinter den Kulissen. Dabei
nutzt man, dass Sobolevfunktionen kompatibel mit hinreichend reguléren Transformationen
sind.

3.2.3 Globale Approximation durch glatte Funktionen

Unter der Annahme von Randregularitdt kann man tatséchlich beweisen, dass auch glatte
Funktionen auf Q dicht in W¥*P(Q) liegen. Es lohnt sich, sich klar zu machen, wieso die
Annahme der Randregularitit das Gegenbeispiel nach Satz ausschliefit.

Wir werden den folgenden Satz nicht beweisen; er wird spater aus anderen Resultaten automatisch
folgen (siehe Satz und Satz|3.19). Ein Beweis “von Hand” fiir C'-Rand findet sich in (Evans,
1998, Kapitel 5.3.3).

Satz 3.14

Sei Q C R™ ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand und sei u € W*P(Q) fiir k € Ny
und 1 < p < oo. Dann existiert eine Folge (u) C C®(Q), so dass up — u in WHP(Q).
Insbesondere ist damit C*°(Q) dicht in WP ().

Wir halten noch fest, dass, falls im Kontext von Satz tatsiichlich u € WhP(Q) N C(Q) gilt,
die Folge (uz) so gewithlt werden kann, dass ug — u in WP(Q) N C(Q). Insbesondere ist die
Konvergenz u,,(z) — u(z) gleichméfig auf Q.

4Fiir reelle Lipschitzfunktionen ~ existieren die Ableitungen wenigstens fast iiberall; das ist der Satz von
Rademacher und geniigt fiir Transformationen von Sobolev-Funktionen.
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3.2.4 Randwerte und Spuroperator

Die Sobolevfunktionen sind als Teilraum entsprechender LP(Q2)-Réume definiert. Dadurch
bestehen sie, formell gesehen, aus Aquivalenzklassen von Funktionen, die fast iiberall gleich
sind. Das heif$t auch, dass es ohne Weiteres nicht wohldefiniert ist, von der Einschrénkung
u|n einer Sobolev-Funktion u € W*P(Q) auf eine Nullmenge N C Q zu sprechen. Das betrifft
insbesondere auch die Frage, ob man einer Sobolevfunktion einen geeigneten Wert auf der
Nullmenge 0f) zuweisen kann.

Diese Problematik wird im spéteren Verlauf der Vorlesung noch ein Rolle spielen, wenn wir das
Dirichlet-Problem

—Au=f in £,
U=y auf 002

wieder aufgreifen und in einem schwachen Sinne mit Lésungen in einem Sobolevraum interpretie-
ren wollen. Natiirlich sollte die Interpretation der Randwerte einer Sobolevfunktion kompatibel
mit der Einschrinkung u|sq im Falle u € W*P(Q) N C(Q) sein.

Am Beispiel der geschlitzten Scheibe nach Satz ist leicht ersichtlich, dass auch fiir diese
Thematik Randregulariiiit gefordert werden muss, da sonst schon nicht klar ist, wie u|gpg im
Falle v € WFP(Q) N C(Q) zu interpretieren ist, wenn Q (lokal) auf beiden Seiten des Randes
€ liegt.

Tatséchlich kann man aber, unter der Annahme von Randregularitit, eine entsprechende
Verallgemeinerung der Einschréankung (auf den Rand) definieren; diese Verallgemeinerung nennt
man Spuroperator. Wir geben der Einfachheit halber die Version fiir £k = 1 an, da wir nur diese
bendétigen werden:

— Satz 3.15: Spursatz |

Sei Q C R™ beschriinkt und sei 9 ein C''-Rand. Dann existiert fiir 1 < p < oo ein eindeutig
definierter stetiger linearer Spuroperator tr: WHP(Q) — LP(0Q; ), so dass tru = ulaq fiir
alle u € WHP(Q) N C(Q) gilt. Fiir 1 < p < oo existiert weiterhin eine Konstante C(p), so

dass )

1 1—1
e ull oy < CO) Nullrmy Il (e € WHP(Q)). (3.8)

Beweis. Wir beweisen zunéchst die multiplikative Ungleichung fiir u € CY(Q). Sei dazu
x € 0N zunéchst fix. Wir nehmen an, dass 02 lokal um x auf einer Kugel B, (z) flach ist und
mit der Hyperebene [x,, = 0] {ibereinstimmt, vgl. Abschnitt Insbesondere existiert ein
0 < R <, sodass Br(z)t € Q und Br(x)~ CR"\ Q. Auf Br(z) N 09 entspricht die dulere
Normale an © genau v = (0,...,0,—1). Sei weiterhin ¢ € C§°(Bg(z)) eine Abschneidefunktion
0 < ¢ <1mit ¢ =1 auf Bg/y(z), und setze I' := 9Q N Br/s(x).
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Damit erhalten wir, wobei wir zuerst den Satz von Gaufs einsetzen:

/ ()P do(y) < - / o) [u@)IP va(y) do(y)
r 80NBR(z)
. / on () uy)?) dy.
Br(z)*

Fiir p > 1 schreiben wir nun ¢(y)|u(y)[? = [o(y)u(y)] sgn(u(y)) |u(y)[P~" und weiter:

/ lu(y)P do(y) < —/ [&z(sﬁ(y)wy))IU(y)Ip_1 + (p — Do) u(y) lu(y) P> 0pu(y) | dy
r Bpr(z)*

IN

IV ()] ooy Il gy + (= Dl I Vull Logo)-
Mittels Produktregel folgt
IV (ew)]| ey < Iellonr @ llulliroy),

also insgesamt, wegen H‘PHol(ﬁ) > 1,

/Iu )17 do(y) < pllele iy llully o) lullwin)-

Dies ist genau eine (auf der linken Seite) lokale Version von (3.8), da ja I' = 022 N Bg/s(7)
war. Wir iibertragen dies nun mittels eines Kompaktheitsarguments auf ganz 0. Das vorige
Prozedere lésst sich nun fiir jeden Randpunkt z € 92 durchfiihren. Klarerweise ist

€N

und jedes 92 N Br/s(x) ist relativ offen in 9. Da 0 kompakt ist, existiert also eine endliche
Anzahl Punkte (z1,...,zy5) C 082 so dass, mit I'; = 90 N B /s (z:),

N
Jri =00
=1

Entsprechend existiert eine dieser endlichen Uberdeckung zugeordnete Zerlegung der Eins
(&1,...,&n) mit & € Cg°(Ty). Mit dieser erhalten wir:

)P do(y / E(y)|u(y)|P do(y)
| 1o Z Nu()l? doy
< Z [, P aota) < COplalley oo
und das ist (3.8) fiir u € C1(Q).
Sei nun v € WP(Q). Dann existiert nach Satz eine approximierende Folge (u,,) C C*(Q)

mit u, — u in WHP(Q). Insbesondere ist nach (3.8)) die Folge der Einschrinkungen u,|aq eine
Cauchyfolge in LP(9); o) und damit konvergent. Dieser Grenzwert ist genau tr u.
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Im Fall p = 1 zerlegen wir ¢(y)|u(y)|P nicht wie oben, sondern rechnen direkt

0u () u(w)] = 0, (w) u(w) | + ply) sen(u(y))du(y)

im Sinne schwacher Ableitungen. Damit erhélt man

/u )P do(y) < IVellcollulli) + lelleo[Vull i) < llelloryllullwig)

fir u € C'(Q). Die Ubertragung auf eine globale Abschiitzung und dann auf ganz WhH!(Q)
funktioniert wie zuvor.

Es verbleibt noch, tru = ulsq fir u € WHP(Q) N C(Q) zu zeigen. Bislang haben wir diese
Eigenschaft nur fiir u € C(Q). Dafiir ziehen wir die Bemerkung nach Satz heran. Von
dieser wissen wir, dass eine Folge glatter W1P(Q2)-Approximationen (u,) C C*®(Q) an u €
WLP(Q) N C(Q) tatsichlich auch gleichmdfig gegen u konvergiert. Insbesondere also

in LP(0Q;0)

gleichmaéssig
Unlogg —————  tru,

ulpn

und daraus folgt die Behauptung. O

Aus dem obigen Spursatz folgt, exemplarisch fiir den Hilbertraumfall p = 2, dass die Spur einer
Funktion in H!(Q2) immer einer Funktion in L?(9Q; ) entspricht. Die Abbildung tr: H () —
L?(0Q; 0) ist aber nicht surjektiv, es gibt also Funktionen in L?(9%; ), die nicht Spur einer
H'(Q) Funktion sind. Wir drehen den Spie aber einfach herum und definieren

HY2(8Q) = { v e L2002 0): v =tru fiir ein u € H(Q) }
und versehen diesen Vektorraum mit der Norm
[Vl /200y = inf{ [l g1y : w € HY(Q), tru=v } (3.9)

Damit ist H'/2(9Q) ein Banachraum und tr: H'(Q) — HY2(99) ist per Definition surjektiv.

Diese Definition ist natiirlich wenig praktikabel. Tatséchlich ldsst sich zeigen, dass H'/2 (092)
auch konkreter und wesentlich praktikabler angegeben werden kann, namlich als diejenigen
u € L2(0%; 0), fiir die

|u(z) —u(y)[®
ul /290y = / |$ — y\“ da(aj,y) < 0

wobei

F:{ (x,y) € 092 x 00 |x—y|<1}.

Weiterhin definiert u — ||ul|r2(50,0) + [ulg1/2(90) eine dquivalente Norm auf H'Y?(Q). Dies
geht aber iiber diese Vorlesung hinaus. Wir erwéhnen nur kurz, dass die Nomenklatur H/2
schon suggeriert, dass der jeweilige Raum “zwischen” L? und H' liegen sollte. Mittels Interpo-
lationstheorie lasst sich dieser Anschauung ein konkreter Sinn geben, zunéchst fiir allgemeine
offene Mengen U, und dann fiir 92 mittels Glattzichen des Randes. Wir verweisen auf [Lions &
Magenes| (1972) und halten nur den folgenden allgemeinen Satz ohne Beweis fest:
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— Satz 3.16: Spursatz Il

Sei 2 C R™ ein beschrianktes Gebiet und sei 02 ein stiickweise Lipschitz-Rand. Dann
existiert ein stetiger linearer Operator, der Spuroperator tr: H'(Q) — H'/2(9%), so dass

tru = ulapn (ue HY(Q) N C(Q))

gilt. Insbesondere ist der Spuroperator surjektiv, d.h. fiir jedes v € H1/2 (09) existiert ein
u € HY(Q) mit tru = v.

— Bemerkung 3.17

Eine Erweiterung des Spuroperators ist auch auf Sobolevriume H¥(Q) moglich, es ist
dann tr: H*(Q) — H*1/2(99) ein stetiger surjektiver Operator. Grob gesagt verliert man
also beim Auswerten der Spur immer eine halbe Differentiationsordnung. Zur einfacheren
Notation werden wir im Folgenden héufig w fiir die Randwerte schreiben, damit aber
eigentlich die Spur tru assoziieren.

3.2.5 Fortsetzungen

Einige strukturelle Eigenschaften der Sobolevrdume lassen sich fiir den speziellen Fall () = R"
(relativ) einfach zeigen. Es ist also von Interesse, Sobolevfunktionen von einer beschriankten Menge
) auf den ganzen Raum R" fortzusetzen, um diese strukturellen Eigenschaften auszunutzen.
Dies betrifft zum Beispiel die globale Approximation durch glatte Funktionen, wie wir gleich
sehen werden.

Fiir LP-Funktionen, 1 < p < oo, ist eine Fortsetzung auf eine grofsere Menge, insbesondere den
ganzen Raum, trivial, denn man kann einfach durch 0 fortsetzen und erhalt sogar

| Eovllr@ry = llullzr(o)-
Fiir Sobolev-Funktionen ist die Fortsetzung dagegen nicht trivial. Die Fortsetzung mit Null
funktioniert in diesem Fall nicht, denn hierdurch entstehen Unstetigkeiten entlang des Randes 0f).
Eine so fortgesetzte Funktion besitzt im Allgemeinen wegen der Unstetigkeiten keine schwachen
Ableitungen erster Ordnung, vgl. Beispiel [3.5] Man muss stattdessen einen Weg finden, eine
Sobolevfunktion so fortzusetzen, dass die schwachen Ableitungen entlang 02 erhalten (und
kontrollierbar) bleiben.

Um zunéchst einen einheitlich abstrakten Rahmen zu haben, fithren wir folgenden Begriff
ein: Ein linearer stetiger Operator E: WP (Q) — WHP(R") heifit Fortsetzungsoperator, falls
(Bu)|q = u fiir alle u € WHP(Q) gilt. Wir sagen, dass Q ein (k, p)- Fortsetzungsgebiet ist, falls ein
solcher Fortsetzungsoperator existiert. Insbesondere folgt fiir ein Fortsetzungsgebiet €2, dass

WhP(Q) = { ula: u € WHP(RY) } (3.10)

und man kann W*P(Q) auch #quivalent mit einer Quotientennorm in der Art wie in (3.9)
versehen.

Eine beispielhafte Anwendung ist die folgende, vgl. Satz Weitere folgen im Abschnitt[3.2.7]
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Satz 3.18

Sei £ C R™ ein beschrinktes (k, p)-Fortsetzungsgebiet mit k£ € Ny und 1 < p < co. Dann
ist C°°(Q) dicht in W*P(Q).

Beweis. Mittels Faltung mit Mollifiern macht man sich leicht klar, dass C°°(R%) N Wkr(R%)
dicht in WHP(R?) fiir k € Ny und 1 < p < oo ist. (Siehe Lemma und den Beweis von

Satz[B.12))

Sei nun u € W*P(Q). Nach Annahme gilt (3.10) und es existiert ein U € W*P(R?), so dass
Ulg = u. Dazu wiederum existiert eine Folge (Uy) € C*®(R%) N W*P(R?) mit Uy — U in
WHEP(RY). Mit uy = Up|q € C®(Q) folgt ux — u in WEP(Q), da

lu = urllwes@) = (U = Udlallyrs) < 1U = Ukllwrs@sy — 0. O

Aus der sehr bequemen Argumentation im vorigen Satz sollte wegen einem Arbeitserhaltungs-
argument klar sein, dass die Herleitung eines Fortsetzungsoperators nichttrivial sein muss.

— Satz 3.19: Fortsetzungssatz

Sei 2 C R™ ein beschrénktes Gebiet mit Lipschitz-Rand, 1 < p < oo und k& € Ny. Dann
existiert fiir jedes § > 0 ein linearer stetiger Fortsetzungsoperator E: WP (Q) — WHP(R"),
so dass

supp(Fu) C Qs = { x € R": dist(z,Q) <0 }

Insbesondere ist jedes beschrinkte Gebiet mit Lipschitz-Rand ein (k, p)-Fortsetzungsgebiet fiir
jedes k € Ny und 1 < p < 0.

Beweis. Wir skizzieren hier nur kurz die wesentlichen Ideen fiir eine Fortsetzung.

Zunéchst nutzen wir die angenommene Randregularitdt und nehmen mittels Glattziehen des
Randes an, dass zu y € 052 fix der Rand 09 lokal um y flach ist und mit [z,, = 0] Gibereinstimmt.
Weiterhin existiert R > 0, so dass, mit B := Bg(y), gilt: BT C Q und B~ C R"\ (), siehe
Abschnitt

Nehmen wir zuniichst & = 1 an, d.h. wir betrachten die Réume WP(Q). Dann kénnen wir
tatsiichlich einfach mittels Spiegelung (reflection) operieren und setzen, fiir u € WHP(B1),

u(x) fir z € BT,
/

(Bu)(x) = (Bu)(2', 2) = { (x € B).

u(x', —x,) firz € BT,
Man kann nun nachrechnen, dass tatsichlich Eu € W'P(B) und | Eullwiepy < 2l|ullwir st
gilt.

Alternativ hitten wir auch zunichst « € C'(BT) annehmen kénnen, dann diese Funktion
erweitern, und schliefslich per Dichtheit schlieffen kénnenﬁ Der Vorteil dieses Vorgehens wire,

S5Fiir dieses Vorgehen miissten wir aber Satz ohne Bezug auf Satz und den grade zu beweisenden zur
Hand haben.
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dass man direkt mit klassischen Ableitungen rechnen kann. Allerdings wéare die Erweiterung per
Spiegelung dann nicht mehr in C'(B), wie man sich leicht mit z.B. einer linearen Funktion auf
BT klar macht. Daher miisste man in diesem Fall zu einer Spiegelung hoherer Ordnung greifen:

u(z) fir x € BT,

, , . 3 (x € B).
—3u(z’, —xy) + du(z’, —x,/2) fir z € B™,

(Bu)(z) = (Bu) (e, 0a) = {

Hier ist Eu € C'(B), wenn u € C*(B¥) war, und | Eullwip gy < Cllullwipp+) fiir eine von u
unabhéngige Konstante C'.

Der letztere Ansatz verallgemeinert auch fiir den Fall £ > 2, im Gegensatz zur einfachen
Spiegelung: Da diese, wie schon festgestellt, Knicke in die erweiterte Funktion induzieren
kann, wird der Raum W?2P im Allgemeinen nicht erhalten. Daher muss fiir k& > 2 fiir diesen
Ansatz grundsétzlich zu einer Spiegelung hoherer Ordnung gegriffen werden. Allerdings wird
man hier fir k > 2 auch entsprechend hohere Randregularitiat annehmen miissen, damit die
“black box” Riickfithrung auf glattgezogenen Rand auch funktioniert. (Faustregel: C*-Rand fiir
WFP-Fortsetzung mittels Spiegelung.)

Man kann allerdings auch tatsdchlich mit (erheblich) komplizierteren Techniken Erweiterungen
erzeugen. Damit erkauft man sich, dass fiir jedes k € Ny auch nur ein Lipschitz-Rand geniigt.

Wir verweisen auf das Buch von Elias M. (1970)). O

3.2.6 Die Raume W, "(Q) und H}(Q) und Dualrdume

Wir fiithren noch einen speziellen Unterraum der Sobolev-Raume erster Ordnung ein, der von
zentraler Bedeutung ist.

— Definition 3.20: Die Raume W, (Q) und H}(Q)

Fiir 1 < p < oo definieren wir
Wol’p(Q) = WH-HLP - { u € WHP(Q): es exist. (up) € C5°(Q): uy — uin WHP(Q) }

Speziell fiir p = 2 setzen wir H}(Q) == W[}’Q(Q).

Die Raume VVO1 P(Q) sind per Definition abgeschlossene Teilriume der Banachriume W1»(Q)
und damit selbst Banachriume. Analog ist H{(Q) weiterhin ein Hilbertraum. Auf R? erhalten
wir keine neuen Raume:

Lemma 3.21: W, ?(R%) = WP (R?)
Fir 1 <p < oo gilt Wol’p(Rd) = W1P(R9). Insbesondere ist C§°(R?) dicht in W1P(R?).

(Fiir den Beweis verweisen wir auf (Demengel & Demengel, 2012, Prop. 2.29).) Auf beschriankten
Gebieten €2 ist VVO1 P(Q) allerdings durchaus interessant, denn falls ein stetiger Spuroperator auf

0f) existiert, erhalten wir folgende intuitive Charakterisierung von I/VO1 P(Q):
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Lemma 3.22: Charakterisierung WOLP(Q)

Sei Q C R™ beschrinkt und sei 9 ein C''-Rand. Fiir 1 < p < oo ist

Wol’p(Q) = { u € Wl’p(Q): tru = 0 g-a.e. auf 0S) }

Beweis. Die Inklusion “C” ist einfach: Sei u € VVO1 P(Q) und (uy,) C C§°(2) eine approximierende
Folge u,, — u in WHP(Q); diese existiert per Definition. Dann ist nach Satz

tr steti
0 = uplon = truy, LI TN tru,

also tru = 0 in LP(99; o). Die umgekehrte Inklusion fiir p # 2 ist aufwéndig zu beweisen. Wir

verweisen auf 1998, Thm. 5.5.2). O

Man kann auch Wéc P(Q) betrachten, mit der analogen Definition. Dort sind dann noch die (k—1)-
ten iterierten Normalenableitungen null. (Dafiir braucht man einen ausgefeilteren Spursatz.)

Die vorige Charakterisierung legt nahe, dass sich die Wéﬂ P(Q) Teilrdiume sehr einfach durch 0
auf den ganzen Raum fortsetzen lassen, und dem ist auch tatséchlich so. Der Beweis folgt sofort
mittels Nullerweiterung von C§°(£2) nach C§°(R%) und Dichtheit.

Lemma 3.23: Nullfortsetzung W, 7(€)

Fir 1 <p < oo und k € Ny ist die Nullfortsetzung FEj ein stetiger linearer Fortsetzungs-
operator W(f’p(Q) — WkP(R™).

Das bedeutet im Wesentlichen, dass Wf P () alle guten Eigenschaften von W*P?(R™) unmittelbar
erbt, vollig unabhdingig von der Qualitéit von 0!

Fiir unsere folgenden Betrachtungen wird eine genauere Spezifizierung des Dualraumes von
HE(Q) niitzlich sein. Dieser wird iiblicherweise mit H~!(£2) bezeichnet:

— Definition 3.24: Der Dualraum H~1(Q)

Mit H=Y(Q) := H}(Q)* bezeichnen wir den Dualraum von H}(£2) mit der Operatornorm

Iy = sup{ (fow): we HEO), Ny <1} (F € HTH(9).

Einen Teilraum von H~1(Q) kénnen wir direkt angeben, néimlich L*(Q2). Da H}(Q) < L*(Q),
liisst sich die von einem v € L?(Q) erzeugte regulire Distribution eindeutig zu einem Element
aus H~1(Q) fortsetzen:

(v, u)| = ‘/Qv(x)u(a:) dz

< vllz@llullz@) < l[vllzz@ llull g @) (u € C5°(2)).

In diesem Sinne gilt also Hg(Q) < L?(Q) — H~1(2). Diese Konstellation nennt man auch
Gelfand-Dreier (Gelfand tiple). Um die Nomenklatur H~!(Q) zu rechtfertigen, beobachten
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wir, dass auch die distributionelle Ableitung d;v einer Funktion v € L?(Q) ein stetiges lineares
Funktional auf H{ () induziert:

/Qv(a:) Oiju(x) dx

(Dieser Zusammenhang zwischen Distributionen bzw. Testfunktionen und Hg () macht diesen
Hilbertraum so speziell.) Der Raum H~1() enthilt also sozusagen Ableitungen von L?(§2) =
H?(Q) Funktionen, wodurch die negative Differenzierbarkeitsordnung in H~!() motiviert ist.

}@z’v,U)‘ = < HUHL2(Q)Haz'UHL2(Q) < HUHB(Q)HUHHg(m (u € C°()).

Fiir unsere spéteren Betrachtungen ist es niitzlich eine explizite Charakterisierung des Dualraums
H~Y(Q) zu haben. Bei dieser sieht man, dass H~1({2) auch tatséichlich wesentlich genau aus
distributionellen Ableitungen erster Ordnung besteht.

— Satz 3.25: Charakterisierung von H~1(()

(i) Zu f € H1(Q) existieren Funktionen fo, f1,..., fn € L?(2), so dass
(o) = [ [f@p@ + 3 f@) e de @em@). @)
=1

(i) Es gilt
1/2

10y = inf Y (2)]? d
11 = in (; /Q (@) :c)

Dabei wird das Infimum iiber alle fo, f1,..., fn € L?(Q) gebildet, fiir die (3.11)) gilt.

Beweis. (i) Auf dem Hilbertraum H'(§) war das Skalarprodukt durch
(u,v) = / [u(@yee) + 3 du(x) dje(x)] dx (ww e H' (@)
Q ”
7=1

definiert, welches auf H{(€) als Teilraum vererbt wird. Sei nun f € H~(Q) beliebig.
Nach dem Rieszschen Darstellungssatz [(FA11)| existiert ein eindeutiges w € H}(£2), so
dass (w,v); = <va>H—1(Q)><H3(Q) fiir alle v € H}(Q) gilt, also

/Q [w(x)v(x) +3 ajw(x)ajv(x)} do = (w,v); = (f,v)  fir alle v € HY(Q). (3.12)
j=1

Mit den Definitionen fy := w und f; := 0;w fir i = 1,...,n folgt die Behauptung.

(ii) Seien die Notationen wie im ersten Teil des Beweises. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz

gilt weiter
1/2
£ llz-1@) = Wl e <Z/|fz |dx>

71



und es verbleibt zu zeigen, dass alle anderen Realisierungen von (3.11)) grofsere Norm
haben miissen. Seien also go, 91, - - -, gn € L?(Q2) gegeben, so dass

(f,v) = /Q [go(:c)v(:v) + Zgz(x)aw(m)] dx fiir alle v € Hj(Q).

Mit dem Ansatz (w,w); = (f,w) in (3.12) und mehrmaliger Nutzung der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung schétzen wir ab:

ollyey = ) = [ [intohute) + 3 0w)owwi] as

n 1/2 n 1/2
< (Z / rgi<x>\2dx) ( / rw<x>2+Zraiw<x>de)
i=0 ¢ @ i=1
n 1/2
= (Z/ !%(@\20190) Nwll e )
i=0 /¢
und daraus folgt die Behauptung. O

Eine analoge Charakterisierung lésst sich auch fiir den Dualraum von T/VO1 P(Q) herleiten, im Be-
weis hat man aber nicht mehr den sehr bequemen Rieszschen Darstellungssatz zur Verfiigung.

Fiir (3.11)) schreibt man auch oft (im distributionellen Sinn)

foO—Z@'fi bzw.  f=fo—-V-F mit F=(f1,...,fn)

=1

Normalenableitung von H'(Q)-Funktionen

Ein weiterer Dualraum ist bei der Betrachtung der Normalenableitung 9, u einer H($2)-Funktion
u interessant, niamlich H~1/2(9Q) .= HY/?(9Q)*. Dazu nechmen wir an, dass 9 ein C''-Rand

ist. Mit dem Satz von Gauk gilt, zunéchst fiir glatte Funktionen u,v € C*°(Q),

dyu(z)v(z)de = /

[Vu(x) -Vo(z) + Au(a:)v(a:)] dz.
Q

oN
Mit dem Spursatz (Satz und einem Dichtheitsargument (Satz lasst sich vorige
Identitit direkt auf v € H(€) iibertragen. Wir wiirden diese nun gerne als Definition fiir 9,u
fiir u € H'(2) benutzen, allerdings steht rechts noch das Objekt Au, das fiir u € H'(2) zuniichst
nicht sinnvoll wohldefiniert ist. Wir fordern daher der Einfachheit halber Au € L?(9), d.h. der
distributionelle Laplace von u soll eine von einer L?(§2)-Funktion erzeugte reguliire Distribution
sein. (Man kann zeigen, dass das keine Einschriankung ist, wenn man eine Normalenableitung
definieren will, siehe (Demengel & Demengel, 2012, Abschnitt 3.4.4).)
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Fiir u € HY(Q) mit Au € L?*(Q) definieren wir also:
(Oyu,trv) = / [Vu(:n) -Vo(z) + Au(z)v(x)| dz (v e HY(Q)).
Q

Mit dem schérferen Spursatz (Satz|3.16) folgt damit insbesondere
dyue HV2(00)  wennue HY(Q), Au e L*(Q).

Dieses Resultat ist kompatibel mit der Vorstellung, dass d,u fiir u € H(Q) eine Ableitung der
Spur tru € HY/2(99Q) ist und daher in H'/2~1(9Q) = H~'/2(9Q) liegen sollte.

3.2.7 Sobolev-Ungleichungen und Einbettungssitze

In diesem Abschnitt studieren wir Einbettungen von Sobolev-R&dumen in andere Skalen von
Raumen, wie Rdume stetiger Funktionen oder Lebesgue-Raume. Diese Resultate sind zentral fiir
die praktische Arbeit mit Sobolev-Réumen und schwachen Lésungskonzepten, ganz besonders
flir nichtlineare Probleme, und extrem weitreichend.

Wir untersuchen die folgende Frage:
Falls u € WkP(Q), gehort u dann automatisch auch 2u anderen Funktionenriumen?

Die Antwort ist abhéngig den Parametern k£ und p sowie der Dimension n des Gebietes 2. Wir
unterscheiden folgende Fille:

o kp>n  (superkritischer Fall, Einbettung in stetige bzw. Holder-Funktionen)
o kp=mn  (kritischer Fall)
o kp <n (subkritischer Fall, Einbettung in Lebesgue-Réume)

Der kritische Fall kp = n ist relativ involviert und wird daher nicht genauer behandelt werden.
(Argerlicherweise fillt H(€2) fiir n = 2 in diese Kategorie.) Wir beginnen mit dem subkritischen
Regime kp < n. Grundsétzlich werden wir zunéchst £k = 1 annehmen. Die Aussagen fiir £ > 2
folgen dann iterativ. Die Strategie ist es, fundamentale Sobolev-Ungleichungen fiir WP (R")
herzuleiten und diese dann mittels Fortsetzungsoperatoren auf Gebiete () zu iibertragen.

Subkritischer Fall 1 <p <n

Wir zeigen zunéchst die folgende fundamentale Ungleichung von grofer Tragweite:

— Satz 3.26: Gagliardo-Nirenberg-Sobolev Ungleichung/Sobolev-Einbettung

Sei 1 < p < n. Dann existiert eine Konstante C, die nur von p und n abhéngt, so dass
[ull o gy < ClIVullpo@ny — (u € C(R™)) (3.13)

gilt, wobei p* == %. Insbesondere gilt W1P(R") < LI(R?) fiir alle p < ¢ < p*.
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Es ist klar, dass in (3.13) konstante Funktionen ausgeschlossen werden miissen, daher beziehen
wir uns auf Funktionen mit kompaktem Trager. Bemerkenswerterweise hangt die Konstante C
aber nicht von der Grofse des Tragers der Funktion u ab.

Bevor wir die Gagliardo-Nirenberg-Sobolev Ungleichung beweisen, motivieren wir zunéchst die
auf den ersten Blick zufillige Wahl von p*. Angenommen, wir wollen eine Ungleichung der

Form
lull La@ny < ClIVulpmny (v € C57(R™))

fir ein 1 < g < 0o zeigen. Dann kann man sich mit einem Skalierungsargument klar machen,
dass der Wert fiir ¢ nicht beliebig sein kann: Fiir u € C§°(R"™) betrachten wir die A-Skalierung
uy(z) = u(Az). Mittels der Transformationsformel gilt

/Rn lur(z)|? dz = /Rn lu(Az)|9dz = A" /Rn u(y)| dy

und

/ |(Vuy)(z) ] do = )\p/ |Vu(Az)|" dz = )\p"/ |Vu(y)[” dy.
R'IL Rn R7l
Wenn die obige Ungleichung gilt, folgt

A4 |u| ey = luall Laeny < CIIVUA] ogey = CA TPVl pogrny,

also
|l Lagrny < CAl_n/ijn/qHVUHLP(Rn),

und das gilt fir jedes A > 0. Also muss 1 — % + % = 0 sein, da man sonst mit A \, 0 oder

A — oo einen Widerspruch produzieren konnte. (Wie?) Es folgt % =1_ % bzw. g = %' Wir

P
setzen also n
p* = p , der Sobolev-Exponent zu 1 < p < n.
n—p

Es gilt immer p* > p und p* \, p fiir n — oo, zudem p* — oo fiir p " n.

Es folgt der bemerkenswert elementare Beweis von Satz [3.26]

Beweis von Satz[3.26. Wir betrachten zunéchst den Fall p = 1 mit p* = -2+ Dann ist fiir jedes
t=1,...,n

U(f’«")—/ oiu(x, ..., Ti—1, &, Tig1, ..., Tp) d&;

und folglich
Damit erhalten wir

1
n—1

Ju(z)|7T <

H/ ’VU(I’l,,&,,xnﬂde
i=1v 7%
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Integration iiber x; ergibt nun

/_(:yu(x)yﬁ dzy < /_Z Llf[l/_ZWud@

< [/_ermcla}’”‘il/_zi]f[z [/_Z'V“'d&

< [/erd&ll&fg[/Z/chixld&rl

wobei wir im letzten Schritt den Satz von Fubini und vorher die verallgemeinerte Hélder-
Ungleichung

n—1

dl’l

n—1

dl’l

/f[1|vj<x>|dxsf{(/\vj@ywdx)”“ ey L

benutzt haben, mit k = p; = n — 1. Diese Technik fithren wir iterativ mit Integration iiber x,
verallgemeinerte Holder-Ungleichung, Integration iiber x3, ... weiter. Das fiihrt dann zu

1

n o0 (e ¢] n—1
/ |u(g:)|n"1dx§H[/ / }VU(m,-.-,Si,-..,xn)]dx1---d&-md%
" =1 [ /—o0 —00

/R” |Vu(x)] dx] o

und das ist die Gagliardo-Nirenberg-Sobolev-Ungleichung (3.13)) fiir p = 1.

Sei nun p > 1. Wir betrachten fiir u € C§(R") und v > 1 die Hilfsfunktion v € C}(R™) definiert
durch

v(x) = \u(gu)\7 mit VU(;U) = ’YSgn(u(w))\u(x)W_qu,
Auf diese wenden wir den gerade bewiesenen Fall p = 1 an:

n—1
ny " _
[ [ () d:c] = ol < Vol = | Ju@~[Va(o)] da

p—1

/Rn‘w(x)\pdxr[ /R n () dx] 2

Nun wéhlen wir « so, dass die Exponenten links und rechts zusammen passen:

<7

ny _ply—1) y =P
n—1 p—1 n—p

(Beachte, dass tatséchlich v > 1 fiir 1 < p < n.) Mit dieser Wahl von ~ gilt

nwy np
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und wir erhalten

Das ist die Gagliardo-Nirenberg-Sobolev Ungleichung (3.13]).

Die Einbettung W1P(R™) < LP"(R") folgt nun direkt aus der Gagliardo-Nirenberg-Sobolev Un-
gleichung (3.13]) und Lemma Zusammen mit der trivialen Einbettung WP (R") < LP(R"™)
ergibt sich

WHP(R™) < LV (R") N LP(R") = LYR"),  p<q<p
mittels Holder-Ungleichung. 0

Bemerkung

Die optimale Konstante fiir den Fall p = 1 ist Cy = n " lwy, l/n

etwas schéirferen Argument erreichen kann. Hier besteht eine fundamentale Verbindung zur
1soperimetrischen Ungleichung.

, Wie man mit einem

Wir erhalten die Sobolev-Einbettungen fiir Fortsetzungsgebiete:

Satz 3.27: Sobolev-Einbettung (subkritisch)
Sei 1 <p < nund Q CR” ein beschréanktes (1, p)-Fortsetzungsgebiet. Dann gilt

WHP(Q) > LQ)  (1<q<p).

Beweis. Da () beschrankt angenommen ist, geniigt es, die Einbettung fiir ¢ = p* zu zeigen. Sei
E € LWYP(Q) — WP(R™)) ein Fortsetzungsoperator und sei v € W1P(£2). Dann gilt nach
der Einbettung W1P(R") < LP" (R") aus Satz

[ull o () < 1Eull po* mny < CllEUllwrp®ey < CllEwre@)swiemn lullwirg)-

Das gilt fiir jedes u € WHP(Q), also folgt W1P(Q) — LP"(Q). O

Es folgt ebenfalls die Poincaré-Friedrichs-Ungleichung, vgl. Satz [2.23}

— Satz 3.28: Poincaré-Friedrichs-Ungleichung

Sei 0 C R™ ein beschranktes Gebiet. Dann existiert fiir jedes 1 < p < n eine Konstante C,
die nur von p, ¢,n und |2| abhéngt, so dass

ull o) < ClIVull1r(0) (ue Wol’p(Q)a 1<qg<pY)

gilt. Insbesondere folgt
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und u — [[Vul|1p(q) ist eine dquivalente Norm auf Wol’p(Q).

Beweis. Analog zum Beweis von Satz diesmal argumentiert man direkt fiir u € C§°(2)
und erweitert Vu durch 0 auf R", siche Lemma [3.23] O

Beachte: Da p* — oo wenn p 7 n, folgt aus Satz fiir beschranktes €2 C R™ insbesondere:
lulzo) < CllVulla@) — (ue We(Q)

fiir jedes 1 < ¢ < oo mit einer von ¢,n und || abhéngigen Konstante C. (Wie?)

— Korollar 3.29: Sobolev-Einbettung (subkritisch allgemein)
Sei k € Nund 1 < p < n mit kp < n, sowie Q C R" ein beschrinktes Gebiet mit
Lipschitz-Rand. Dann gilt

WEPQ) = LY(Q)  (1<q<p k),  p'(k)=— ippk.

Die analoge Aussage gilt auch ohne Lipschitz-Rand fiir Wé~C P(Q).

Beweis. Es geniigt wieder, die Einbettung fiir ¢ = p*(k) zu zeigen. Durch die Annahme des
Lipschitz-Randes haben wir Fortsetzungsoperatoren fiir W%4(Q) fiir jedes Paar (£, q) mit £ € N
und 1 < ¢ < oo zur Verfligung. (Satz ) Die Behauptung folgt dann durch induktives
Anwenden von Satz auf die einzelnen Ableitungen:

WhP(Q) < W5 (Q) o W2 (Q) < - o WD (Q) < Like (Q).

Fir VV(;C P(€) brauchen wir keine Annahme fiir einen Fortsetzungsoperator, da nach Lemma
die Nullfortsetzung Fy verfiigbar ist. Damit argumentieren wir analog. O

Den allgemeinen Sobolev-Exponenten p* (k) = nf’,;p merkt man sich am besten durch
1 1k
kp <n und = - ——.
p*(k) p n

Kritischer Fall p =n

Dieser Fall ist relativ kompliziert, wenn man wirklich scharfe Ergebnisse erreichen mochte. Da
p* — oo fiir p / n gilt, kdnnte man erwarten bzw. hoffen, dass jede W"(Q)-Funktion auch
beschrinkt sein wird, und W1m(Q) in L°°(Q) einbettet. Das ist aber (leider) falsch fiir n > 1.
Das klassische Gegenbeispiel ist

u(z) = loglog (1 + |x|71) auf Q = B1(0).
Es ist u € W1n(Q), aber u ¢ L°°(9). (Achtung, nicht so leicht nachzurechnen!)

Wir beschranken uns daher auf ein nicht optimales Resultat und halten nur folgende einfache
Folgerung aus Korollar fest:
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— Lemma 3.30: Sobolev-Einbettung (kritisch allgemein, suboptimal)

Seik € Nund 1 < p < n mit kp = n, sowie 2 C R" ein beschrinktes Gebiet mit
Lipschitz-Rand. Dann gilt

WEP(Q) 5 LI(Q) (1< q< ).

Die analoge Aussage gilt auch ohne Lipschitz-Rand fiir Wok P(Q).

Beweis. Nach Korollar finden wir zu jedem 1 < q¢ < oo ein p; < 7 = p, so dass
WkPa(Q) < LI(Q). (Wieso?) Die Behauptung folgt, da Q beschrinkt angenommen ist, und
daher die Einbettung W*P(Q) < Wkra(Q) gilt. O]

Superkritischer Fall p > n

Im superkritischen Fall erhalten wir ein recht exaktes Analog zur Gagliardo-Nirenberg-Sobolev
Ungleichung. Diese formulieren wir mit den Holder-Raumen C*7(Y) fiir 0 < v < 1 und k € Ny
auf Mengen T C R™:

D~ — D*
CRI(T) = { ue CFY): sup | Dulx) u(y)l
r£yeY |l‘ - y|’y

|DYu(x) — DYu(y)|”
U k, = ||u k + sup :
[ullgracry = lullerer E_: ey |z —y]
la|=k

< 00, \a|:kz},

Wir verlangen also, dass die Ableitungen k-ter Ordnung Holder-stetig vom Grad « sind. Fiir
k =0 und v = 1 erhalten wir Lipschitz-stetige Funktionen C%!(T). Damit ist der Hauptsatz im
superkritischen Fall wie folgt:

— Satz 3.31: Morrey’s Ungleichung/Sobolev-Einbettung

Sei n < p < co. Dann existiert eine Konstante C, die nur von p und n abhéngt, so dass
lull o) < Cllullwiogn — (u € CR™), (3.14)

wobei 7 :=1 — 7. Insbesondere gilt WP (R?) — C’O’l_%(R").

Morrey’s Ungleichung (3.14) impliziert, dass fiir p > n jede Aquivalenzklasse v € WP(R")
einen y-Holder-stetigen Représentanten u, enthalt. Fiir diesen gilt natiirlich u, = u fast {iberall.
Wir betrachten im Zweifelsfall immer einen solchen (gleichméfig) stetigen Reprisentanten.

Beweis von Satz[3.31. Sei u € C'(R") und sei € R™ fest. Wihle r > 0. Wir zeigen zuerst,
dass es eine nur von n abhéngige Konstante C'(n) gibt, so dass

e L Ivut)
£ —v@lay o [y (3.15)
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gilt. Dies wird die entscheidende Abschéitzung sein.

Dazu arbeiten wir uns von innen nach aufen. Um die Differenz |u(y) — u(x)| mittels des
Gradienten Vu abzuschétzen, kommt natiirlich der Hauptsatz zum FEinsatz. Sei w € R" mit
|w| = 1. Dann folgt fir 0 < s < r:

|u(w + sw) — u(x)| =

/Vu(a:—{—tw)‘wdtlg/ \Vu(x + tw)| dt.
0 0

Wir integrieren beziiglich w und transformieren v = tw (Schmierpapier-Rechnung: do(v) =
t"~tdo(w)), also

/a o1 50) = (@) dotw) < /@ y / TVl + tw)| dt do(w)
/ /E)B ’Wtfi”})’ do(v) dt.

Mit y = x + v, wobei v € 0B;(0), folgt |z — y| = |v| = t. Also:

/ ‘u(:p + sw) — u(:c)‘ do(w / / Vuly 1 do(y)dt
8B1(0) 0B, (z) [T — y|”
Vu(y Vu
AT L,
o(2) [T =Yl Bo(x) [T — Y

Um nun auch links wieder ein Volumenintegral zu erhalten, multiplizieren wir beide Seiten mit

s"~! und integrieren von 0 bis r:

[ —u@lay< T [ EEay
B, (z) |

und das war die (vorliufige) Behauptung ([3.15) bis auf Faktoren, mit C(n) = (nay,) ™ .

Wir nutzen nun (3.15) um Morrey’s Ungleichung (3.14) fiir die Supremum-Norm und die
Hoélder-Seminorm einzeln zu zeigen. Ersteres geht mittels Hélder-Ungleichung so:

ju(z)| = ]{9 | @ay < ]{B @) —uwldy + ]{9 PNEOILY

[Vu(y)|
dy + Cllu .
By (2) ’flﬁ — y’"_l Yy H HLP(Bl( )

< Ol Vul| o (n) </B . e dy) + Cllull e gn)-
1(x

<C

Wegen der Annahme p > n ist (p WP _p. Damit das Integral in der vorigen Ungleichung
endlich und sein Wert héngt nicht von x ab. (Wir rechnen das gleich weiter unten noch einmal
nach.) Es folgt

Seuﬂg1 lu(z)| < Cllullw1p@n- (3.16)

79



Nun beweisen wir noch eine Abschétzung fiir die Hélder-Halbnorm. Zu z,y € R" setzen wir
r:= |z —y| und W := B,(z) N B,(y). (Skizze!) Damit ist

lu(z) —u(y)| < ][W|u(a:) —u(z)|dz +][W‘u(y) — u(z)| dz.

Wir schitzen die Integrale mittels (3.15)) und Holder-Ungleichung ab:

p—1
P
_n)-P
][ lu(z) —u(z)| dz §][ lu(z) —u(2)| dz < C|VullLo(p, () (/ |z — Z’(l )t dy)
w BT(Z) Br(l')

Diesmal rechnen wir letzteres Integral konkret aus, da es vom Abstand r = |z — y| abhéngt:

)
[ el [ e a0 b ds
By(z) 0 JoB,(z)

_ / S35 do(z) ds
8B, (z)

—n

0
r 1 P p
- /5( it gn—lds = Cro-t,
0

Es folgt
][W‘u(aﬁ) —u(z)|dz < CTli%Hvu”Lp(Rn)

und genauso fiir das andere W-Integral. Insgesamt ergibt sich, mit r = |z — y|,
|u(e) — u(y)| < Claz =y 7 [Vl ony.

Da die Konstante C' nicht von z,y abhéngt, ergibt sich, zusammen mit (3.16)), Morrey’s
Ungleichung (3.14).

Die Einbettung WP (R") — 00’17%(]1%”) folgt natiirlich mittels Fortsetzung von der dichten
Teilmenge C'(R") auf WHP(R"), vgl. z.B. Lemma O

Wie schon im subkritischen Fall iibertragt sich Satz sofort auf Fortsetzungsgebiete. Fiir
eine beschrinkte bzw. kompakte Grundmenge liegen die Holder-Raume ineinander: es gilt
Co(Y) — CO8(T) fiir 0 < B < a < 1, falls T C R™ kompakt ist. (Nachrechnen!) Damit
erhalten wir mit analogem Beweis wie fiir Satz

— Satz 3.32: Sobolev-Einbettung (superkritisch)

Sei n < p < oo und sei  C R™ ein beschréanktes (1, p)-Fortsetzungsgebiet. Dann gilt
WhP(Q) — % (Q) O<y<1-2).

Die Einbettung gilt auch ohne die Fortsetzungsgebiet-Annahme, wenn man WP(Q) durch
Wol’p(Q) ersetzt.

Natiirlich lassen sich auch im superkritischen Fall Einbettungen fiir Sobolev-Rédume héherer
Ordnung iterativ herleiten. Die Aussage wird ein wenig komplizierter, aber auch interessanter;
der Bewelis folgt wieder iterativ wie bei Korollar [3.29]
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— Korollar 3.33: Sobolev-Einbettung (superkritisch allgemein)
Sei k € Nund n < p < oo mit kp > n, sowie Q C R"™ ein beschrdnktes Gebiet mit
Lipschitz-Rand. Dann giltﬁ

1-241[5], wemn 2 ¢N,

S

wheQ) oL@y 4=
ae[0,1) wenn 3 € N.

Die analoge Aussage gilt auch ohne Lipschitz-Rand fiir Wéc P(Q).

— Bemerkung 3.34

Der Einbettungssatz [3.31] gibt, via Korollar [3.33] nicht nur Auskunft {iber die Stetigkeit von
Funktionen in Sobolev-Radumen, sondern auch iiber die Stetigkeit von Ableitungen. Man
kann sich also anhand der jeweiligen Raumdimension ausrechnen, wie gross k bzw. p sein
miissten, damit eine Funktion aus W*P?(Q) durch Einbettung wieder stetig oder gar stetig
differenzierbar ist. Das kann sehr hilfreich sein, um zu zeigen, dass Losungen zu partiellen
Differentialgleichungen in einem schwachen Sinne, die iiblicherweise in Sobolev-Raumen
liegen, in Wahrheit klassisch differenzierbar sind und die Differentialgleichung auch im
urspriinglichen (punktweisen) Sinn 16sen.

Kompakte Einbettungen

Die Sobolev-Einbettungen wie in den Séitzen und sind hochgradig wertvolle Wekzeuge
in der modernen Analysis von partiellen Differentialgleichungen. Ihre volle Wirksamkeit entfalten
sie aber erst bei der Behandlung nichtlinearer Probleme. Dort sind auch besonders kompakte
Einbettungen wichtig, die beschrankte bzw. schwach konvergente Folgen in stark konvergente in
einem groferen Raum konvertieren. Daher ist der folgende Satz ebenfalls sehr weitreichend:

— Satz 3.35: Rellich-Kondrachov Kompaktheitssatz
Sei 2 C R™ ein beschranktes Gebiet mit Lipschitz-Rand, und sei k € N.

(i) Sei 1 < p < n. Dann sind die Einbettungen

WIP(Q) 5 LI(Q)  fir g<p' = —2
n—p
und, fir kp < n und m € Ny mit m < k,
kP (Q) maQ)  fi “(e—m)= ——L
WEP(Q) > W™(Q)  fir ¢ <p*(k—m) R —

jeweils kompakt.

6 Floor Funktion: |s] := max{¢ € N: £ < s}.
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(ii) Sei n < p < co. Dann is die Einbettung
WIP(Q) s CONQ)  LIQ)  fir 0<a<l-—, 1<q¢<oo

kompakt.

Der vorige Kompaktheitssatz ist nicht nur fiir nichtlineare Probleme fundamental, sondern auch
niitzlich, um diverse weitere Eigenschaften von Sobolev-Funktionen zu beweisen. Unter anderem
lésst sich damit die Poincaré-Ungleichung

Hu—/ﬁu(x) d:vHLp(Q) <OVulpr  (ue W (Q))

beweisen, vgl. Satz siehe die Ubungen.

Wir sammeln auch noch eine weitere Konsequenz ein:

Korollar 3.36

Sei 2 C R™ beschriinkt und sei 9§ ein C'-Rand. Dann ist der Spuroperator tr: W1P(Q) —
LP(0Q;0) fiir 1 < p < oo aus Satz kompakt.

Beweis. Das folgt direkt aus der bewiesenen multiplikativen Ungleichung in Satz [3.15, denn:
Sei (uy) eine beschriinkte Folge in W1P(£2). Dann gibt es nach dem Rellich-Kondrachov Kom-
paktheitssatz eine Teilfolge (uy,), die in LP(£2) konvergiert. Diese ist insbesondere eine
Cauchyfolge. Wegen

1 1—-1
Htr U, — tr uk’mHLp(aQ;g) < C(p) |lug, — ukaIZ/)VL;D(Q) [, — ukm”Lp(ZE))

ist (truy,) auch eine Cauchyfolge im Banachraum LP(9€; o) und damit konvergent. Also ist tr
ein kompakter Operator W1P(Q) — LP(9Q;0). O

3.3 Schwache Lésungen elliptischer Gleichungen zweiter Ordnung

Wir fithren nun ein schwaches Losungskonzept fiir elliptische PDGLn zweiter Ordnung ein, das
wesentlich auf der gerade entwickelten Theorie von Sobolev-Réaumen basiert. Dabei betrachten wir
das am Anfang des Kapitels eingefiihrte Standardproblem Lu = f wie in (3.1]) in Divergenzform,
also mit

Lu=—-V-(aVu)+b-Vu+cu

mit geeigneten Koeffizientenfunktionen (a;;), (b;) und ¢, vgl. (3.3 und setzen immer voraus,
dass die Koeffzientenmatrix a bzw. der Differentialoperator L gleichméfig elliptisch auf € ist.
Hierbei ist €2 C R™ ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand.

Die Herleitung bzw. Motivation des iblichen Begriffs der schwachen Losung kann je nach
Préiferenz aus verschiedenen Richtungen geschehen. Es empfiehlt sich, diese Blickwinkel in
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verschiedener Literatur einzeln nachzuvollziechen und zu vergleichen. An dieser Stelle wollen wir
mit dem Dirichlet-Problem

-V .- (aVu)+b-Vu+cu=f auf }

(3.17)
U=y auf 02

beginnen und dessen schwache Formulierung danach interpretieren und zum Neumann-Problem
iibertragen. Nehmen wir fiir den Moment an, dass die Daten in hinreichend gutartig
sind, und wir eine Losung u mit z.B. u € C?(2) N C(Q) zur Hand haben, die (3.17) punktweise
erfiillt. Multiplizieren wir die Gleichung auf € mit einer Testfunktion ¢ € C§°(€2) und fithren
eine Integration iiber €2 aus, so liefert der Gaufssche Integralsatz:

/Q(aVu)-Vapdx—k/ﬂ(b‘Vu)godx—i-/chgodx:/Qfgod:v. (3.18)

Ist umgekehrt fiir eine Funktion u € C%(Q2) N C(Q) mit u|gq = g und alle ¢ € C§°(Q)
erfiillt, so erhalten wir, nachdem wir den Satz von Gaufs riickgéngig gemacht haben und das
Fundamentallemma der Variationsrechnung angewendet haben, die Differentialgleichung
auf Q zuriick. Folglich sind fiir hinreichend glatte (klassische) Losungen, die die gestellte
Randbedingung erfiillen, die Formulierungen und dquivalent.

Andererseits ist es fiir eine sinnvolle Formulierung (3.18)) gar nicht notwendig, dass u tatséchlich
klassisch differenzierbar ist, und auch bei den Daten brauchen wir keine Glattheits-Annahmen.
Nehmen wir der Einfachheit halber an, dass (ab sofort)

aijy b€ L°(Q) und  f e L¥(Q), g € HY?(8Q) (3.19)

gilt. Dann ist (3.18]) sowie die (verallgemeinerte) Bedingung tru = g fiir jede Sobolev-Funktion
u € H'(Q) wohldefiniert, vgl. Satz Das fiihrt auf den folgenden fundamentalen Begriff:

— Definition 3.37: Schwache Lésung, Dirichlet-Problem

Eine Funktion u € H'(Q) mit tru = g heikt schwache Lisung des Dirichlet-Problems (3.17),
falls

/(aVu) -Vedz + / (b Vu)pdx +/ cupdz = (f, ) (p € C5° (). (3.20)
Q Q Q

— Bemerkung 3.38

1. Falls g = 0, also homogene Randbedingung, wird die Bedingung v € H'(Q) mit tru =
0 durch die Bedingung u € H&(Q) ersetzt. Unter der angenommenen Randregularitéat
sind beide nach Lemma [3.22] 4quivalent.

2. Wie in der Herleitung gesehen, ist jede klassische Losung u € C%(Q)NC(£2) von (3.17)
auch eine schwache Losung. Die Umkehrung, also wann eine schwache Losung auch
eine klassische ist, ist eine sehr wichtige Frage und wird uns noch weiter beschéftigen.

3. Mit f € LL () steht rechts in (3.20) in Wahrheit

(. g) = /Q fode (o€ CF(Q).
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Die Formulierung als Dualitédt wie in (3.20)) wird sich noch als praktikabel erweisen.

Dass das Konzept der schwachen Losung allgemeiner ist als das der klassischen Losung, sieht

man sehr einfach in folgendem Beispiel.

— Beispiel

Sei n > 3 und Q = B1(0) die Einheitskugel im R™. Wir betrachten die Funktionen
u(@) = |z|* =1, f@)=—aln+a-2)*?  (z#0)
als fast iiberall definierte Funktionen auf B;(0). Fiir 2 — § < o <1 gilt
ferL*Q) und wue H(Q),
auferdem ist u eine schwache Losung von

—Au=f in Q, u=0 auf 0.

Es ist aber sicher keine klassische Losung, da u ¢ C1(9).

Formulierung mittels Bilinearform und Interpretation

Die linke Seite in der schwachen Formulierung (3.20]) definiert eine Bilinearform, der wir fiir
weitere Verwendung einen Namen geben.

— Definition 3.39: Assoziierte Bilinearform

Seien die Daten im Differentialoperator L wie in (3.19) angenommen. Dann nennen wir

B(u,v) ::/(aVu)-Vvda;—l—/(b-Vu)vdx—l—/cuvdx
Q Q Q

die (mit dem Differentialoperator L) assoziierte Bilinearform auf H' ().

Mit den Annahmen (3.19)) ist B eine stetige Bilinearform. (Wir werden das noch nachrech-
nen.) Beachte, dass wir B rein mit dem Differentialoperator L assoziiert definiert haben, fiir

die Verbindung zum Randwertproblem (3.17)) muss noch die Randbedingung beriicksichtigt

werden.

Im Fall des Dirichlet-Problems (3.17) ist w € H'(2) mit tru = g genau dann schwache Ldsung,
wenn

B(u,v) = (f,v) (v € H}(Q)) (3.21)

gilt. Das folgt aus der Dichtheit (per Definition) von C§°(2) in H}(Q) und der Stetigkeit
von B auf H'(Q2). In dieser Formulierung erkennt man auch sofort, dass wir beim schwachen
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Losungskonzept statt f € L?(Q) auch f € H~1(Q) zulassen kénnen, d.h. nach Satz
Distributionen f der Form

F="Tfo=> 0ifi,  fo,.- fn € L*().
i=1

Dies erlaubt unter anderem, die im kommenden zunéchst fiir homogene Randbedingungen
entwickelte Existenztheorie auch fiir inhomogene Randbedingungen zu erhalten, worauf wir
spater zuriick kommen.

Eine mogliche Interpretation der schwachen Loésungsformulierung ist die folgende. Aus der
schwachen Formulierung folgt direkt (im Kopf: mittels nochmaliger Anwendung des
Satzes von Gauf)

-V - (aVu)+b-Vu+cu=f in D'(Q). (3.22)

Tatsédchlich erfiillt eine schwache Losung also die partielle Differentialgleichung im dis-
tributionellen Sinne. Dies ist nicht verwunderlich, da der distributionelle Sinn der schwéchest
mogliche ist. Interessant ist aber die Umkehrung, denn wenn wir annehmen, dass die Distribution
u die distributionelle Differentialgleichung erfiillt, und zusdtzlich u € H*(Q) mit tru = g

gilt, dann erhélt man—wieder mittels Satz von Gauf in die andere Richtung—exakt die schwache
Formulierung (3.20) bzw. (3.21)). Es gilt also fiir das Dirichlet-Problem:

u schwache Losung <= wu distributionelle Losung und v € HY(Q) mit tru = g.

Diese Aquivalenz ist im Falle des Dirichlet-Problems besonders elegant aufgrund des fundamen-
talen Zusammenhangs zwischen den Testfunktionen C§°(2) und HE(Q).

Wir nutzen vorige Interpretation, um eine schwache Formulierung fiir das Neumann-Problem
herzuleiten. Dazu betrachten wir

—Au+u= auf €2
/ (3.23)
ou=g auf 0
mit, der Ubersichtlichkeit halber, Lu = —Aw + u. Nehmen wir also an, die Distribution u sei

distributionelle Losung von —Au + u = f, und zusétzlich sei u € H*(Q). Ist f € L?(Q), so ist
Au = u— f € L*(Q) tatsichlich eine regulire Distribution. Weiter ist nach Abschnitt die
Normalenableitung d,u wohldefiniert, und wir fordern d,u = g. Dazu muss g € H~/2(9Q) sein,
z.B. g € L*(0€2). Dann folgt

<g,trv):/[VU-Vv+Auv} dx:/{Vu-Veruva dz (u,v € H(Q)),
Q Q

also
B(u,v) = (f,v) + (g, trv) (u,v € H'(Q)). (3.24)

(Man beachte die Unterschiede zu (3.21))!) Dies motiviert die folgende Definition:

|_ Definition 3.40: Schwache Lésung, Neumann-Problem
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Eine Funktion u € H*(Q) heikt schwache Lésung des Neumann-Problems (3.23)), falls

/(aVu) -Vvd$+/(b-Vu)v dx+/ cuvdx = (f,v) + (g, trv) (v e HY(Q)). (3.25)
Q Q Q

Die Umkehrung der obigen Herleitung ist durch Testen mit v € C§°(12) leicht zu sehen, d.h. wir
erhalten fiir das Neumann-Problem mit f € L*(Q) und g € H~/2(9Q):

u schwache Losung <= u distributionelle Losung und « € H*(Q) mit d,u = g.

Achtung: Genau wie beim Dirichlet-Problem macht die schwache Formulierung des Neumann-
Problems, sieche besonders , auch Sinn fiir f € H'(Q)*. Dann ist die vorige Aquivalenz
aber nicht mehr sinnvoll, da d,u dann nicht definiert istm Trotzdem ist auch in diesem
Fall ein valides Losungskonzept.

— Bemerkung 3.41

Schwache Formulierungen fiir noch andere Arten von Randbedingungen lassen sich auf
ganz analoge Art und Weise herleiten. Es sind besonders gemischte Randbedingungen der
Form

u=gp aufl' C 0Q, Oyu =gy auf 0Q\T

oder Robin-Randbedingungen
ut+u=yg auf 02

interessant.

3.4 Existenz und Eindeutigkeit schwacher Losungen

Schon die Formulierung des schwachen Losungskonzeptes mittels Bilinearformen in einem
Hilbertraum wie in und weist darauf hin: Um Existenz und Eindeutigkeit schwa-
cher Losungen zu den betrachteten Problemen (Dirichlet-Randbedingungen) und @
(Neumann-Randbedingungen) zu erhalten, nutzen wir den Satz von Lax-Milgram (Satz
ganz wesentlich.

Dazu benotigen wir:
(a) Einen Hilbertraum X, der den Losungs- und Testraum darstellt,
(b) eine koerzive, beschrankte Bilinearform B: X x X — R, und

(c) ein Element f: X — R aus dem Dualraum X*.

"Natiirlich lisst sich die Definition einer schwachen Ldsung des Neumann-Problems als verallgemeinerte
Definition der Eigenschaft d,u = g betrachten—dies fiihrt aber leider nicht zu besseren Einsichten, sondern
ist nur konform mit unseren bisherigen Definitionen.
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In den Formulierungen (3.21)) und ([3.24]) war bislang die Lésungskomponente noch mit Randbe-
dingungen versehen. Eine solche Menge von Funktionen stellt aber keinen linearen Raum dar,
was ein fundamentales Problem darstellt, zudem miissen Test- und Losungsraum fiir den Satz
von Lax-Milgram gleich sein. Dementsprechend:

Wir betrachten in diesem Abschnitt zunéchst nur homogene Randbedingungen. ‘

Damit erhalten wir als schwache Formulierung fiir das Dirichlet-Problem :
w€ Hy(Q),  Bluw)=(fv) (ve Hy(Q)

bzw. fiir das Neumann-Problem ([3.23))
we H'(Q),  Buwo)=(fv) (veH(Q),

jeweils mit der zu L assoziierten Bilinearform
B(u,v) = /(aVu) -Vodz + / (b- Vu)vdzr + / cuv dx (u,v € HY(Q)).
Q Q Q

Die vorigen Formulierungen sind bereits genau in der fiir den Satz von Lax-Milgram passenden
Form. Es bleibt, nachzuweisen, dass die Bilinearform B auch die Annahmen aus dem Satz von
Lax-Milgram erfiillt, wenn wir (3.19) annehmen.

Zunichst rechnen wir nach, dass B stetig auf H'(Q) x H() ist. Das folgt direkt mit der
Holder- bzw. Cauchy-Schwarz-Ungleichung, denn fiir alle u,v € H'(Q) gilt:

Bwo)| < |3 llaloe /Q Vu(@)|Vo(z)| dz

ij=1

+

i”bi”Lw(Q)
<a </Q[|u(ac)|2 + |w(as)|2} dx) v (/Q[\v(x)ﬁ + |vU(x)\2] d:v)

= aHuHHl(Q) HUHHI(Q)-

/IVU(w)Ilv(:v)ldx+HCIILoo(Q)/ u(x)][o(z)] dz
Q Q

1/2

Hier haben wir die L>*-Normen der Koeffizienten (a;;), (b;) und ¢ in die Konstante o absorbiert
und grofziigig zusammengefasst.

Nun untersuchen wir die mit L assoziierte Bilinearform auf Koerzivitéat. Das ist die fundamentale
Eigenschaft, die uns die dann folgende Losungstheorie beschert, und baut natiirlich auf der
Annahme auf, dass L gleichméfig elliptisch sein soll, vgl. . Es stellt sich heraus, dass die
Prasenz der Terme niedrigerer Ordnung bedingt, dass B nicht notwendig direkt koerziv sein
muss; dies wird durch Eigenschaften der Funktionen (b;) und ¢ bestimmt. Das prézise Resultat
ist wie folgt:

Satz 3.42: Energie-Abschatzung fiir L
Sei L wie in (3.17) ein gleichméfig elliptischer Differentialoperator mit Konstante 6 > 0
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und assoziierter Bilinearform B. Seien die Daten wie in (3.19). Dann gilt

0
B(u,u) > §HVUH%Q(Q) “Mulltziqy  (we H'(Q))

mit )
[ il o))
20

= —essinfe.
v Q

Beweis. Mittels der gleichmafigen Elliptizitdt von L mit Konstante 8 > 0 schitzen wir ab:
0/ |Vu|? dz < /(aVu) -Vudz
Q Q
= B(u,u) — / [(b -Vu)u + cuz} dz
Q

> lIbill ooy /|vu|\u|dx—/cu2dx.
i=1 Q Q

Das mittlere Integral schiatzen wir mit der Young-Ungleichung mit Gewicht € ab:

< B(u,u) +

b2
ab < ea’ + = (a,b>0, € >0). (3.26)

Dabei wahlen wir a = |Vu(z)| und b = |u(x)| und

-1
9 n

€= 5 [Z ”bi||L°°(Q)] .
i=1

Dann erhalten wir

2
>im1 1bill Lo
0/\Vu|2dx+/cu2d3:§3(u,u)—l— [ ( )} /uzdx
2 Ja Q 20 Q

und die Behauptung folgt wegen
(essinf c)/ u?dz < / cu® dz. O
Q Q Q

Falls in der Energie-Abschitzung in Satz[3.42]y > 0 gilt, so ist die Bilinearform B auf keinen Fall
koerziv. Damit sind die Bedingungen des Satzes von Lax-Milgram nicht genau erfiillt. Diesem
Umstand wird im folgenden Satz Rechnung getragen.

— Satz 3.43: Existenz und Eindeutigkeit fiir schwache Lésungen (Dirichlet-Problem) =

Sei L wie in (3.17)) ein gleichméhig elliptischer Differentialoperator und seien die Daten wie
in (3.19). Dann existiert eine Konstante v > 0, so dass fiir jedes u > 7 das Randwertproblem

(3.27)

Lu+ pu=f in
u=20 auf o)
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eine eindeutige schwache Losung u € H& (Q) besitzt. Weiter gilt die Abschétzung

2
lull g2y < Z I 11E-10)-

Falls b =0 und ¢ > 0, so kann v = 0 gewahlt werden.

Beweis. Sei B die zu L assoziierte Bilinearform. Dann ist B, : H}(Q) x H}(Q) — R, definiert
durch
By(u,0) = Blu,v) + plu, )y (urv € HY(Q)),

die zu L + p assoziierte Bilinearform auf H{(£2). Diese ist natiirlich weiterhin stetig.
Sei nun « die Konstante aus Satz und p > 7. Dann gilt

0 0 0
By (u,u) > §||VU||L2(Q) + (1 =Vl 2y = §||VUHL2(Q) = §|U|H3(Q) (u € Hy(Q)).

Von der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung (Satz (3.28) wissen wir, dass u — [[Vu||z2(q) = |ul HY(Q)
eine dquivalente Norm auf Hj () ist. Also ist By, koerziv auf H} ().

Nach dem Satz von Lax-Milgram (Satz existiert eine eindeutige Funktion u € H} (), fiir
die
Bu(u,v) = (f,v)  (ve Hy(Q))

gilt. Das bedeutet aber genau, dass u die schwache Losung von (3.27)) ist. Der Satz liefert
weiterhin, dass

2
lull @) = Gl -1

gilt, da g eine Koerzivitatskonstante von B, ist, wie im Beweis gesehen. O

— Beispiel 3.44
Satz zeigt, dass die Poisson-Gleichung mit homogenen Dirichlet-Randwerten
—Au=f in ), u=0 auf 9Q

fiir jedes f € L?(f2) eine eindeutige schwache Lésung u € H} () besitzt, und die Lésung
stetig von f abhéngt. Der lineare Losungsoperator f — w ist also wohldefiniert und stetig
L%(Q) — H(Q), tatsiichlich sogar H—1(Q) — H ().

Im Falle des Neumann-Problems betrachten wir die Bilinearform B auf dem Raum H'(Q)
statt Hg(Q). Hier ist u — ||Vul| r2(q) keine dquivalente Norm mehr, weshalb das folgende
Resultat etwas einschrankender wird. Anschaulich ist auch klar, dass hier eine Einschrankung
auftreten muss, da ausgeschlossen werden muss, dass konstante Funktionen Losungen des
Randwertproblemes sind, siche auch Bemerkung unten.

Satz 3.45: Existenz und Eindeutigkeit fiir schwache Lésungen (Neumann-Problem)

Sei L wie in (3.23)) ein gleichméfig elliptischer Differentialoperator und seien die Daten wie
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in (3.19). Dann existiert eine Konstante -, so dass fiir jedes p > v das Randwertproblem

Lu+pu=f in } (3.28)

d,u=20 auf 0f)

eine eindeutige schwache Losung u € H'(Q) besitzt. Weiter gilt die Abschiitzung

[ullmr (o) < 1 llz-1(0)-
@ " @

min(gnu -

Falls b = 0 und ¢ > § mit einer Konstanten § > 0, so kann p = 0 gewahlt werden.

Beweis. Sei B die zu L assoziierte Bilinearform. Wie im Beweis von Satz [3.43] betrachten wir
die Bilinearform B,,: H'(Q) x H'(Q) — R. Sei wieder v die Konstante aus Satz [3.42 Dann gilt

0 .
By(u,u) > 5[ Vullz@) + (1 = lul @) = min(g, p=ullgre) (v € HY(Q).

Also ist fiir u > v die Bilinearform B, koerziv auf H!(2) und, wie zuvor, existiert nach dem
Satz von Lax-Milgram eine eindeutige Funktion v € H*(Q), fiir die

Bu(u,v) = (f,v)  (veH'(Q)

gilt. Also ist u die schwache Losung von (3.28). Die Abschétzung folgt wie zuvor. O

— Bemerkung 3.46

Im vorigen Satz [3.45] ist p = 0 nur moglich, wenn fiir die Konstante v aus der Energie-
Abschitzung in Satz [3.42] v < 0 gilt. Insbesondere ist das fiir das Poisson-Problem

—Au=f in ), dyu=0 auf 09
nicht der Fall. Das war auch nicht zu erwarten, da dieses Problem ohne weitere Einschran-
kungen keine eindeutige Losung haben wird. (Konstanten addieren!)

Durch Einschrankung auf mittelwertfreie Daten und Losungen kann man aber wieder eine
Poincaré-Ungleichung erhalten, vgl. Satz[2.24] und dann auch fiir 4 = 0 wie in Satz [3:43]
argumentieren. Siche dazu die Ubungen.

An den kurzen Beweisen im vorigen Abschnitt sieht man, wie elegant und stark die Hilbertraum-
Maschinerie fiir schwache Losungen ist, wenn man sich die entsprechende Sobolevraum-Theorie
angeeignet hat. Dabei ist die Hilbertraum-Struktur und das entsprechende Resultat von Lax-
Milgram fundamental. Schon zum Beispiel die Frage, ob fiir f € LP(Q) mit p > 2 auch eine
eindeutige schwache Losung v € W1P(Q) existiert, ist im Allgemeinen hochgradig nichttrivial
und nur mit erheblich tiefern Methoden zu beantworten.

Zudem haben wir noch die Einschrinkung, dass die Existenztheorie aus den Satzen und
nur unter gewissen Bedingungen an die Koeffizienten b, ¢ fiir das urspriingliche Problem Lu = f
(plus Randbedingungen) ohne die p-Verschiebung giiltig ist. Hier gibt es Moglichkeiten, auch ohne
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solche Bedingungen eine prézise Existenztheorie zu etablieren; diese basiert auf der sogenannten
Fredholm-Theorie, einem Teilgebiet der Spektraltheorie, und erfordert tiefergehende Resultate
aus der Funktionalanalysis. Sie basiert auf der folgenden Beobachtung:

— Bemerkung 3.47: Kompaktheit Lésungsoperator

Wir hatten bereits im obigen Beispiel festgestellt, dass sich die Abschétzungen in
den Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen in den Sitzen und als Stetigkeit der
Losungsoperatoren f — w fiir (3.27)) (Dirichlet-Problem) bzw. (Neumann-Problem)
beziiglich der Riume H1(Q) — H}(Q) bzw. H(Q)* — H'(Q) interpretieren lassen.

Dies ist Stetigkeit beziiglich der grobsten Topologie, so dass das Problem noch wohlgestellt
ist. Tatséchlich sind die Losungsoperatoren aber wesentlich besser, wenn man sich auf
regulire Daten f € L2(Q), wie sie in der schwachen Formulierung klassischer Randwertpro-
bleme wie in auftreten, beschrinkt. Wir bleiben dafiir gerade beim Dirichlet-Problem.
Da t: H}(Q) <= L%(Q2) eine kompakte Einbettung nach dem Rellich-Kondrachov Kompakt-
heitssatz [3.35] ist, ist auch die Einbettung ¢*: L?(Q) < H~(Q) kompakt | Bezeichnet
dann f + uy den Losungsoperator fiir das Dirichlet-Problem mit homogenen Randwerten
HYQ) — H}(), so faktorisieren wir den Losungsoperator L?(Q) — H}(Q) wie folgt:

Einbettung Losungsoperator

g€ L*9) g € HH(Q)

o € HI(Q).
(kompakt) (stetig) thg 0( )

Da eine Verkettung eines kompakten und eines beschrinkten Operators wieder kompakt
ist, folgt, dass der Losungsoperator des Dirichlet-Problems mit homogenen Randwerten
kompakt L?(2) — H}() ist. Ein analoges Resultat gilt fiir das Neumann-Problem.

Eine natiirliche folgende Fragestellung ist nun, ob und wann schwache Losungen in Wirklichkeit
schon klassische Losungen sind. Bevor wir uns dieser Frage zuwenden, behandeln wir noch kurz
den Fall inhomogener Randdaten in den vorigen Problemen.

Inhomogene Randdaten

Nun betrachten wir statt den bisher untersuchten homogenen Randbedingungen eben inhomogene
solche. Wir beschreiben das Vorgehen und fiihren die Details nicht komplett aus.

Zunachst zum Dirichlet-Problem, direkt in der um p verschobenen Version:
Lu+pu=jf inQ, u=g auf 9. (3.29)

Nach Definition ist eine schwache Lésung von (3.29)) eine Funktion v € H' () mit tru = g,
so dass
Bu(u,v) = (f.v)  (ve Hy(Q))

8Dahinter steckt der Satz von Schauder: Ein linearer Operator A ist genau dann kompakt, wenn sein adjungierter
Operator A* kompakt ist. Man kann die Kompaktheit von L?(Q) < H~*(2) aber auch von Hand nachrechnen,
siehe die Ubungen. (Hier benutzt man aber natiirlich dann auch, dass Hg (Q) — L?*(Q) kompakt ist.)
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gilt. Als Spur einer H'(Q)-Funktion ist die Annahme g € HY/2(9Q) passend, denn zu jeder
Funktion g € HY/2(9Q) gibt es w € H'(Q), so dass trw = g gilt. (Spursatz ) Wir fiithren

den Fall inhomogener Randdaten auf homogene zuriick. Es gilt:
v+ By(w,v) € L(HG(Q) — R) = H1(Q),

und im Kontext von (3.21)) hatten wir bereits bemerkt, dass die schwache Formulierung des
Dirichlet-Problems auch fiir rechte Seiten in H~!({2) sinnvoll ist. Nach Satz gibt es eine
Konstante 7, so dass das Problem

Byu(uo,v) = (f,v) = Bu(w,v)  (ve€ H())

fiir jedes pu >« eine eindeutige Losung ug € Hg () hat. Dann ist u := ug + w die eindeutige
schwache Losung von (3.29)) fiir 4 > ~, da nach Lemma die Spur von w erhalten bleibt,
wenn wir eine H}(Q2)-Funktion zu w addieren. Zudem existiert eine Konstante C, so dass gilt:

lull ) < CIF-10) + 9l g172(00))-

Das bedeutet, dass der lineare Losungsoperator (f, g) — u des Dirichlet-Problems mit inhomo-
genen Randwerten stetig H~1(Q) x H/2(9Q) — H(Q) ist.

Fiir das Neumann-Problem
Lu+pu=f in Q, Oyu =g auf 00 (3.30)

ist das Vorgehen direkter. Hier war nach Definition eine schwache Losung von (3.30) eine
Funktion u € H'(£2), so dass

By (u,v) = (f,v) +(g,trv)  (ve H'(2))

gilt. Das fithrt zur Annahme g € H~%/ 2(9€2). Damit ist die rechte Seite in der vorigen Gleichung
aus H'(Q)* und Satz liefert direkt eine eindeutige schwache Losung u € H'(£2) von (3.30)
fiir g > . Diese erfiillt zudem

ullzi) < CUIF @y + N9l -1/2(60))

mit einer Konstanten C. Analog erhalten wir, dass der lineare Losungsoperator (f,g) — u des
Neumann-Problems mit inhomogenen Randwerten stetig H~ () x H~'/2(0Q) — H () ist.

Achtung: Die so etablierten Losungsoperatoren der Probleme mit inhomogenen Randwerten
sind nicht kompakt wenn man f € L?(f) betrachtet, solange man die Regularitit der Randwerte
nicht auch (kompakt) verbessert.

3.5 Regularitat

Fiir die nun erhaltenen schwachen Losung u € H}(Q) bzw. u € H () versucht man nun a
posteriori—unter geeigneten Voraussetzungen an die Daten—zu zeigen, dass sie tatséchlich
klassische Losungen sind, also z.B. u € C?(Q) gilt. Dies gelingt im Allgemeinen nicht direkt,
sondern indem man zuniichst nachweist, dass (beispielsweise) v € H™+2(Q) fiir m € Ny ist, und
anschliefend die Einbettungssétze fiir Sobolev-Funktionen (Satz anwendet.
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Zunéchst, was konnen wir erwarten? Wir betrachten exemplarisch das Dirichlet-Problem mit
Lu = —Aw und homogenen Randwerten g = 0. Bei der Diskussion des schwachen Losungskon-
zeptes haben wir schon festgestellt, dass die schwache Losung charakterisiert ist durch —Au = f
in D'() und u € H}(Q). Fiir f € L*(Q) folgt also Au € L?(2), was in Raumdimension n = 1
schon u € H?(f2) impliziert.

In hoéheren Raumdimensionen n > 2 ist dieser Schritt allerdings nicht klar, da in Awu ja nur
die “diagonalen” zweiten Ableitungen vorkommen, und nicht offensichtlich ist, wieso Au €
L*(Q) = u € H?(Q) gelten sollte. Andererseits ist das heuristisch durchaus plausibel, denn
mit f = —Auw folgt folgende Schmierblattrechnung:

/ £2dy = / (Au)?dz = f: / (02u) (&%) dz

ij=1
n n
=— Z /(8f’iju)(8ju) dx = Z /(QZJU)2 dx = / |V2u|dz,
i,j=1 6,j=1
also sind alle zweiten Ableitungen in V2u in der L?-Norm durch die L?-Norm von f = —Au

kontrolliert. Man kann also durchaus hoffen, dass Integrierbarkeit von Au auch Integrierbarkeit
von V2 impliziert. Noch ein wenig schamloser ist die Beobachtung, dass man —Awu = f noch
einmal partiell differenzieren und die Reihenfolge der Ableitungen vertauschen kénnte, so dass
man

—Aﬂ:f, u = Ou, f:&f (izl,...,n)

und damit eine L2-Kontrolle dritter Ableitungen von u durch erste Ableitungen von f in L%(Q)
erhilt. Das kann man solange durchfiihren, wie die rechte Seite 9; f noch in L?(12) liegt; insgesamt
lesen wir daraus die Heuristik ab: Wenn —Au = f € H™(Q), dann v € H™2(Q). (Das ist
konsistent damit, dass L, in diesem Fall —A, ein Differentialoperator zweiter Ordnung ist, und
damit optimalerweise genau zwischen Funktionenrdumen mit Differenzierbarkeits-Differenz 2
operieren sollte!)

Um entsprechende Resultate auch auf rigorose Art und Weise zu erhalten, brauchen wir ein
wenig Vorarbeit.

Differenzenquotienten und Eigenschaften

Um die Differenzierbarkeit schwacher Losungen zu untersuchen, betrachten wir Differenzenquo-
tienten, welche die schwachen Ableitungen approximieren.

— Definition 3.48: Differenzenquotienten
Fir u € LP(Q2) mit 1 < p < oo und Q' €  definieren wir den Differenzenquotienten
APy € LP(Q) in Richtung e € dB1(0) C R™ durch

x + he) — u(z)
h

Alu(z) = U (z e, 0<|h| < dist(,00)).

Wir schreiben auch A? := Ag, wobei e; € R"™ der ¢-te Einheitsvektor ist.
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Im Gegensatz zu den Differentialoperatoren 0; sind die Differenzenquotienten A? fiir beliebige
Funktionen f definiert.

Es gelten die folgenden Rechenregeln (siehe die Ubungen), mit Q' € :
(a) Produktregel: Es gilt

[AL(f9)](2) = f(z + he)Alg(z) + AL f(x)g(z)  (x€ ). (3.31)
(b) Partielle Integration: Fiir f,g € L*(Q) gilt

AMf(@) g(a)de = — | () AT*g(x) da. (3.32)
Q/ Q/

(c) Vertauschung mit 9;: Fiir f,0;f € L' () gilt

[AZ(0:H)](2) = [0:(ALH](x) (v € ). (3.33)

Natiirlich gilt formell 9; = limy,_q A? punktweise bzw. gleichméfhig, wenn man sich auf geeignet
differenzierbare Funktionen einschrankt. Der folgende Satz zeigt, dass diese Interpretation auch
im LP-Sinne gilt, wenn man Sobolev-Funktionen betrachtet.

— Satz 3.49: Eigenschaften der Differenzenquotienten

Sei u € WHP(Q) mit 1 < p < oo. Dann gilt fiir jeden Einheitsvektor e € 9B1(0) C R™ und
jedes Q' € Q:

(i) HAZUHLP(Q/) < |IVu-elrr) < IVullpr fiir alle 0 < |A| < dist(2', 09),

(i) limpo |V - e — Alul| oy = 0.

Beweis. (i) Fiir u € CHQ)NWHP(Q) und dist(x, 9Q) > |h|, sei v(t) == u(x + the). Dann gilt:

1 1
Ahu(z) = % / V(t)dt = / Vu(x + hte) - edt.
0 0

Insbesondere ist (Jensen’sche Ungleichung, ¢ — |¢[P ist konvex!)
1
Abu(@)fP < / V(e + the) - P dt,
0
und mit Integration iiber € erhilt man

1
/ | APy (z)|P de < / / |[Vu(x + the) - e’ de dt < / |Vu(x) - elP dx
ol o Jor Q

Dies zeigt die Aussage fiir u € C1(Q) N WHP(Q). Allgemeine u € WP(Q) approximieren
wir durch Funktionen aus C1(Q) N W1P(€) in der W!P-Norm, siehe Satz
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(i1) Sei @ € Qund e > 0 beliebig. Dann existiert (wieder Satz|3.12 m eine Funktion v € C1(Q)N
WEP(Q) mit [|[Vu — Vol 1ee) < 5. Mit dieser schiitzen wir fiir 0 < || < dist(',99) ab:

IV e = Afull ooy < IVu = Voll o) + Vo - e = Adv]l oo + [|Agv — Aful| g

9
< 3 + [V — AZUHLP(Q’) + [[Vu = V|| r(q)

2e
< ? + HVU - AZUHLP(Q’)'

Fiir h — 0 folgt nun Ay — Vv - e gleichmifig auf @ C Q, da v € C1(Q) nach Annahme
und € kompakt ist. Das impliziert die Behauptung. O

Der folgende Satz liefert eine wichtige Charakterisierung um die Existenz der partiellen Ableitung
Oju in LP(€2) mithilfe der Differenzenquotienten A?u zu zeigen. (Die umgekehrte Aussage ist

Teil von Satz mit e = e;.)

— Satz 3.50: Differenzenquotienten und Existenz schwacher Ableitungen

Seiw € LP(Q2) und 1 < p < co. Sei weiter ' € Q und es existiere eine Konstante C' = C()
und ein § < dist(Q', 99), so dass gilt:

Akl ooy < C (0 < |h] < 6).

Dann ist d;u € LP(£)) mit
[0iull ey < C.

Gilt voriges fiir jedes Q' € Q, so folgt du € Li (). Falls zusétzlich die jeweiligen
Konstanten C'(2') unabhéngig von ' gewéhlt werden konnen, gilt sogar 9;u € LP () und

[0sull Lr(0) < C.

Beweis. Sei (' € ) gegeben. Die Familie (APu);, fiir 0 < |h| < § ist nach Annahme beschriinkt
in LP(€)). Nach der Funktionalanalysis-Wiederholung am Anfang des Kapitels existiert also
eine Folge (hy) mit hg \, 0 und ein v € LP(Q'), so dass (im Sinne von (3.5])

A?ku — v schwach in LP(Q). (3.34)
Fiir ¢ € C3°(€) folgt dann mittels und (3.32):

(v, ) :/lv(m) (z)dz = lim A?’“u(w)gp(m) dz

k—oo Joy

= — lim w(z) AT o(x) d

k—o0 Joy !
— [ u@ipo)d = (01 ),

also d;u = v € LP(QY). Da sgn(v)|v[P~! € LP' () mit % + ﬁ =1 wenn v € LP(Y), folgt zudem

. h — . h
ol gy = limsup | (ABw)sne)fol? ™! do < limsup | AP ul i ol o) < ol o
k—o00 Q k—o0
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also ||v]| ey = 10wl Loy < C-

Gilt die Annahme nun fiir jedes Q' € Q, so folgt d;u € L} () per Definition. Falls die
Konstanten C'(£2') unabhéngig von Q' gewihlt werden konnen, erhalten wir ein globales Resultat.

Sei dazu (%) eine geschachtelte Ausschopfung von  mit € € 2, d.h.

Qe %, Jum=0
k

Setze wy, = xq,|0iulP, wobei

1 wennaxz €A
xa(x) = { (r € R™)

0 sonst

die Indikatorfunktion einer Menge A C R™ ist. Dann ist (wy) monoton wachsend, konvergiert
punktweise gegen |9;ulP, und es gilt wy, € L'(Q) fiir jedes k € N. Es folgt mit dem Satz iiber
monotone Konvergenz

/|8¢u|pdx: lim /wkdm: lim |OjulP dx < CP,
Q k—oo J k—o00 QL

also O;u € LP(Q) mit [|O;ul|rr) < C. ]

Regularitidt im Inneren

Nun kommen wir zu den Resultaten iiber die Glattheit der schwachen Losungen, welche mit Hilfe
der Differenzenquotienten bewiesen werden kénnen. Der Beweis des folgenden Satzes ist technisch
relativ aufwandig. Der Grundgedanken ist jedoch weiterhin, mittels der Elliptizitatsbedingung
an den Differentialoperator L analytische Abschéitzungen fiir die Losung zu erhalten.

Wir erhalten zunichst Resultate auf kompakt enthaltenen Teilmengen Q' € €. Daher ist es
fiir diese Ergebnisse nicht relevant, welche Randbedingungen die betrachtete schwache Losung
erfiillt. Zuerst betrachten wir stiirkere Annahmen an die Koeffizientenmatrix a und f € L%(Q).
Das ist schon hinreichend fiir innere H?-Regularitit:

— Satz 3.51: Innere H?-Regularitit

Sei L gleichmiifig elliptisch und sei u € H'() eine schwache Lésung von
Lu=-V-(aVu)+b-Vu+cu=f inQ.
Fiir die Koeffizienten und die rechte Seite gelte aulerdem:
aij € CHR), bi,ce L™(Q), feL*Q).

Dann ist u € H?(Q') fiir alle Q' € €, also u € HZ (), und es gilt die Abschitzung

lullirzq@y < € [l ez + 11120
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wobei die Konstante C' jeweils von der Elliptizitatskonstante 6, den Koeffizienten von L
und Q' € Q abhéngt.

Beweis. Wir setzen

f=f—-b-Vu—cue L*Q),
es gilt
1120 < €1 220 + lullin oy (3.35)

Da u eine schwache Losung der Gleichung Lu = —V - (aVu) = f ist, gilt

/ (aVu) - Vodz = / fedz, (o € HE(Q)). (3.36)
Q Q

Der Plan ist nun, mittels geeigneter Wahl der Testfunktion ¢ in (3.36) und der Elliptizitat von
L bzw. a eine Abschétzung der Art

[ 18k do < C(lullia + 1fl1210)

fir @ € Q und 0 < |h| < dist(€,09Q) zu beweisen. Daraus folgt dann mittels Satz die
Behauptung. Allerdings wird die Konstante C' von @' abhéngen, so dass wir nur das lokale
Resultat afju € L2 () erhalten.

loc

Um die Rechnungen auf Q' € Q zu lokalisieren, wahlen wir eine weitere Menge A, so dass
Q' € A € Q und dazu eine Abschneidefunktion & mit

€€ Cg°(A) C C5° (), £ =1auf 0, 0<¢<1.

Die nachfolgenden Rechnungen basieren alle auf Ausdriicken in der Teilmenge supp & C A € €2,
welche einen positiven Abstand von 02 hat. Dies ist notig, weil wir keine Information iiber
das Verhalten von wu in der Nahe des Randes 92 haben. Insbesondere wird hierdurch aber eine
Abhéngigkeit an €’ in den resultierenden Abschiatzungs-Konstanten produziert.

Fiir |h| > 0 klein wihlen wir nun die spezielle Testfunktion
= —A(E2A) € Hy ()

in ([3.36]). (Es lohnt sich, in der folgenden Rechnung nachzuverfolgen, warum wir £2 statt ¢ in ¢
verwenden!) Es gilt supp ¢ C A, weswegen alle folgenden Integrale auf A zuriickfallen. Das fiihrt
zu folgendem:

Schritt 1: Wir schétzen die linke Seite A in (3.36)), mit ¢ wie eben definiert, nach unten ab.
Zunichst, mit (3.33)) und (3.32):

A= Z /Aaij 8ju 02‘90(1.1} = — Z /Aaij &ju& [Ae_h(f2AZ’u)] dx

i,j=1 i,j=1

-y /A A (ai;00) 8 (€2AM) da

1,7=1
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Mit (3.31]) und der Produktregel expandieren wir beide Ausdriicke im letzten Integral:

A= i /A|:aij(‘ +eh) AL (9ju) + (Afaiy) 3]'“} [EQA?(@-U) + Q(A'JU)S&-S] dz

,j=1

und multiplizieren schlussendlich aus:

A=) / aij(- + eh) AL (Q;u) € Al Q) dw +2 ) / aij(- + eh) A (95u) (Ahu) € 9,¢ dx
A A

i,j=1 i,j=1
+ 30 [ (@lar) 0w Ao Edr+2 Y [ (Albay) @) (Alu)€aigda
ij=1"4 oA

Da L als gleichméfig elliptisch vorausgesetzt wurde, folgt fiir den ersten Term

Al = Z /Aaij(-—|-eh) Al ou) €2 Al Ou) dz > O/AKAZ(VU)}de.

3,j=1

Das geht schon in die Richtung der Abschétzung, die wir haben wollten. Fiir Ay := A — A
erhalten wir iiber die Cauchy-Schwarz Ungleichung mit der Bedingung a;; € C1(£2) und Satz
sowie den Eigenschaften von £ eine Abschétzung der Form

4| < cg/ glatww|(|akul + |Vul) + [Vu| [Alu]| da.
A

Fiir das erste Produkt benutzen wir die e-Young-Ungleichung (3.26]), und fiir das hintere die
gewohnliche (¢ = 1). Das ergibt

2] <« [ 1ALV P+ Cee) [ [|alul? + Vuf?] da.
A A
Fir e = g koénnen wir nun absorbieren:
A=A+ Ay > A — |Ag] > g/ AN V) ?dx — C/ |Vu|? du, (3.37)
A A

wobei wir noch einmal Satz fiir den APu-Ausdruck in der |Az|-Abschiitzung benutzt haben.
Schritt 2: Nun zur rechten Seite B in (3.36)). Wieder mit der e-Young Ungleichung:

B::/f@dazgs/ |<p\2dx+0(€)/ |72 da.
A A A
Wir setzen ¢ ein und nutzen Satz und (3.33)):
2
/|<p\2dx:/‘Ae_h(§2A’gu)}2dxS/’V[ﬁQAZu]’ dz
A A A
:/|zgng2u+g2A’g(vu)}2dx
A

§C’g/A|Vu|2dx+2/A§2|AZ(Vu)‘2d:1:.
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Es folgt
B < Cele) [/ ]Vu|2dm+/ |f|2d4 +2e/§2|A’g(vu)\2dx (3.38)
A A A

Schritt 3: Die Abschétzungen (3.37) und (3.38)) eingesetzt in (3.36[), mit der Wahl ¢ = %,
ergeben

9/ |AZ(Vu)\2d3:§/EQIAZ(Vu)Fd:rgCg /\vquder/ |f|? dz| .
4 Joy A A A

Mit Satz|3.50|ist jede Ableitung zweiter Ordnung 8%u—in L?(QY)—durch die vorige rechte Seite
beschrinkt und es folgt mit ([3.35))

lullieqery < Cellullimay + 172y < Ce|lullana) + 1/ |2y | (3.39)

Das funktioniert fiir jedes Q' € €2, entsprechend u € HZ ().
Schritt 4: Die Abschétzung in (3.39) ldsst sich verbessern zu

2y < € llullzzy + 120y
Dies sieht man wie folgt: Wahle eine neue Abschneidefunktion
n € C5°(92), n=1auf A, 0<n<l

Durch Testen mit ¢ := n?u in (3.36) und Anwendung der e-Young-Ungleichung schiitzen wir
ganz dhnlich wie zuvor ab; einerseits ergibt sich in (3.36)) mit der neuen Wahl von ¢

9/ 772’Vu|2 dx < / nQ(aVU) -Vudx = / [Uqu — 2nu(aVu) -V — (b- VU)?]QU . C772u2} da
Q [e) Q
<& | [lul]ivul+ 1] as+ [ u2as]
Q2 Q

Sa/nQIVuFda:—i-Cn(e) [/ |f]2dx+/ ]u\Qd:c],
Q Q Q

0

/772Vu|2da:§077 {/ |f|2d$+/ |u|2dx}

2 Jo Q Q
Andererseits ist

0 0
2/ ]Vu|2da:§2/n2\Vu|2dx§Cn {/ |f|2dx+/ |u!2dm},
A ) Q Q

lullzn (a) < Co[ Il 2@ + Nullzzgey].
Eingesetzt in (3.39) ergibt sich das gewiinschte Resultat. O

und mit € = g folgt

also
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— Bemerkung

(1) Die Abhéngigkeit der Konstanten von Q' € 2 in der Abschitzung in Satz lasst
sich durch Verfolgen im Beweis als proportional zu dist(Q’, 9Q) identifizieren, da im
Wesentlichen die Normen der Gradienten der Abschneidefunktionen eingehen.

(2) Die Bedingungen an die Koeffizienten in Satz lassen sich abschwichen. Insbe-
sondere geniigt es zu fordern, dass die Koeffizienten a;; Lipschitz-stetig sindﬂVV ir
verweisen z.B. auf |Gilbarg & Trudinger| (2001).

Das vorige Resultat in Satz lasst sich nun induktiv verbessern. Dazu brauchen wir noch
eine Produktregel fiir Sobolev-Funktionen, die wir hier kurz in einer fiir uns passenden Version
festhalten. Der Beweis folgt per Approximation durch glatte Funktionen, siche Satz

— Lemma 3.52: Produktregel
Seien u € WHP(Q) fiir k € Nund 1 < p < oo und v € CF(f2). Dann gilt uv € WHP(Q) mit
D (uv) = Z (a) DPuD* By (lo] < k)

BLa B

und

luvllwer@) < llulwer@lvleye):

— Satz 3.53: Hohere innere Regularitat

Sei L gleichmiifiig elliptisch und sei u € H'(f2) eine schwache Losung von
Lu=-V-(aVu)+b-Vu+cu=f in Q.

Fiir die Koeffizienten und die rechte Seite gelte aufserdem fiir ein m € N:
aij € C™THQ),  bi,ce C™(Q), fe€ H™(Q).

Dann ist u € H™T2(Y) fiir alle Q' € Q, also u € HZ (), und es gilt die Abschétzung

lullzreszery < C[1 lime@) + lullzzqo |

wobei die Konstante C' jeweils von m, der Elliptizitatskonstante 8, den Koeffizienten von L
und ' € Q abhéngt.

Beweis. Wir zeigen die Aussage durch Induktion iiber m. Der Fall m = 0 folgt nach Satz

Schritt 1 (Annahme fiir m): Nehmen wir an, dass

aij € C"2(Q), bi,ce C"NQ),  fe HMTH(Q),

9Das kann man auch im vorigen Beweis nachvollziehen: Wir haben nur ||D%a;;|l < C gebraucht, und nicht,
dass die Ableitungen von a;; tatséchlich existieren und stetig sind.
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und u € HY(Q) N H"2(Q) eine schwache Losung von Lu = f auf Q sei, fiir die weiterhin

loc

lullzmragery < CO) (1 i@y + lullz2)) (3.40)

fiir jedes Q' € Q gilt. Wir wollen u € H{/:t 3(Q) und eine entsprechende Abschitzung zu ([3.40)
mit || f|| gm+1(q) zeigen.

Wir betrachten Teilmengen ' und A mit ' € A € Q. Wie im Beweis von Satz setzen wir
f=f—b-Vu—cuec H"(A)
und haben dafir die Abschatzung
1l sy < C (1 mmenny + Ml sz )

wobei wir fiir beides die Produktregel aus Lemma benutzt haben. (Beachte b;, c € C™T1(A).)

Schritt 2 (m +— m + 1): Sei o ein Multiindex mit |a| = m + 1 und setze
pi= (DD e CE(A) (¥ € CFP(A)).

Nach Voraussetzung ist u eine schwache Losung von Lu = f auf €, also

/Q(aVu)-Vgodx:/Qfgodx.

Da supp ¢ € A, betrachten wir beide Integrale nur auf A. Die rechte Seite konnen wir wegen
f € H™L(A) partiell integrieren:

| fedo= [ (0.

Fiir die linke Seite gilt, mittels partieller Integration und der Produktregel aus Lemma [3.52

Z/am Ojudyp dw = (1)1 Y /aij 9ju 0;(D*p) dx
A A

i,j=1 i,j=1

= Z /{\Da(aijaju) aﬂ,bdfli
3,j=1

= Z /A[aij (Daf)ju) 8@ + Z ((;) Da_ﬂaij (Dﬂaju) 811/1} dz
i,7=1 <a,
f =

= Z /A|:aij 8i(Dau) o + Z (g) Dafﬁaij (Dﬁaju) 821/)} dx
i,j=1 BLa,

Ba

Daraus lesen wir

/ (aV D) - Vb dar — / Fode (€ CS°(A))
A A
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mit

17::Daf+»§é > <g>@[Da—@ujuy%%uﬂ.

i.j=1 f<a,
Ba

Folglich ist D € H'(A) eine schwache Losung der Gleichung Lu = F auf A. Wegen der
Voraussetzungen an die Koeffizienten gilt F' € L?(£2) mit

1Fllz2a) < C(IFNams oy + el msagay)-
Durch Anwendung von Satz erhalten wir nun D% € HZ (A) mit der Abschétzung
|0l i) < C(IF 2y + 10wl 2y )-
Mittels der Abschiitzungen fiir F' und f folgt weiter
[ D%ul| 2y < C(HJFHHWH(A) + HUHHm+2(A)) < C(HfHHmH(A) + HuHHerQ(A))a
und schlieklich, mit der Induktionsannahme fiir A,
1Dl < CA) (1 Lm0y + Nl 2o )
Da diese Abschétzung fiir jeden Multiindex v mit |a| = m + 1 funktioniert, ergibt sich

lullzsgery < CA) (1m0 + Il 2oy )

und das ist der Induktionsschritt. O

Mit Hilfe des Sobolevschen Einbettungssatzes (Satz bzw. Korollar [3.33)) erhalten wir dann

sofort:

— Korollar 3.54: Unendliche Differenzierbarkeit im Inneren

Sei L gleichmiifig elliptisch und sei u € H'(Q) eine schwache Lésung von
Lu=-V-(aVu)+b-Vu+cu=f inf.
Fiir die Koeffizienten und die rechte Seite gelte auferdem

aij,bi,c S COO(Q), fe ﬂ Hm(Q)
meN

Dann ist u € C*(Q).

Das schwache Losungskonzept reproduziert also glatte Losungen im Inneren des Gebietes,
sobald die gegebenen Daten ebenfalls glatt sind. Dabei haben wir im Wesentlichen nur immer
wieder die schwache Formulierung und die strukturell sehr starke Annahme der Elliptizitét
ausgenutzt, und partiell integriert. (Die vorigen Beweistechniken zeigen auch die Niitzlichkeit
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und Méchtigkeit variationeller Formulierungen: Fiir alle Funktionen gilt .. ..) Beachte nochmals,
dass wir—aufer in Korollar keine Annahmen an den Rand 02 gemacht haben, weder im
Sinne von Randregularitdt noch an Randwerte der betrachteten schwachen Losungen.

Die bisherigen Abschitzungen in den Sétzen und hatten immer noch den ||ul[z2(q)

Term auf der rechten Seite. Das liegt daran, dass wir nicht angenommen haben, dass die gegebene
schwache Losung u € H'(Q) eindeutig ist.

Weifs man bereits, dass u tatséchlich die eindeutige schwache Losung von Lu = f ist, so erhélt
man eine Abschitzung ohne den L?-Term:

— Lemma 3.55

Sei L gleichmifig elliptisch, sei 9§ Lipschitz-Rand, und sei v € H(2) die eindeutige
schwache Losung von

Lu=-V-(aVu)+b-Vu+cu=f in
fiir f € L?(2). Dann existiert eine Konstante C, die nicht von f abhingt, so dass

lull 2@y < Cllfll20)-

Falls u € H} (), kann auf die Lipschitz-Rand Annahme verzichtet werden.

Der Beweis folgt mittels des Rellich-Kondrachov Kompaktheitssatzes [3.35] siehe die Ubungen.

Globale Regularitat

Unter geeigneten Annahmen lassen sich die Ergebnisse zur inneren Regularitit auch auf globale
Regularitit erweitern. Dies ist allerdings nochmals wesentlich aufwindiger, so dass wir das
allgemeine Resultat hier nur festhalten, aber nicht beweisen.

— Satz 3.56: Globale Regularitit

Sei L gleichmiiRig elliptisch und sei u € Hg () eine schwache Losung von

Lu=-V-(aVu)+b-Vu+cu=f in Q,
u=0 auf 0€).

Fiir die Koeffizienten und die rechte Seite gelte auflerdem fiir ein m € N:

aij € C™TNQ), bi,ce C™Q), fe H™(N).

Sei weiterhin 92 ein C™*2-Rand. Dann ist « € H™2(Q) und es gilt die Abschitzung

ull 2y < C I fllam @) + [lull2@) |
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wobei die Konstante C' von m, der Elliptizitatskonstante 8, den Koeffizienten von L und
dem Gebiet €2 abhéngt.

Auch hier gilt, falls u € H}(2) die eindeutige schwache Losung des Dirichlet-Problems ist, so
gilt die Abschétzung fiir die Losung in Satz auch ohne den Summanden |[ul|z2(q), siche
Lemma [3.5))

Wie bei der inneren Regularitét liefern die Sobolev-Einbettungssitze auch glatte Losungen bei
entsprechenden Daten:

— Korollar 3.57: Globale unendliche Differenzierbarkeit

Sei L gleichmiiRig elliptisch und sei u € Hg () eine schwache Losung von

Lu=-V-(aVu)+b-Vu+cu=f in Q,
u=0 auf 0.

Fiir die Koeffizienten und die rechte Seite gelte auferdem
A5, biu ¢, f € COO(Q)’

und 09 sei ein C*°-Rand. Dann ist u € C*(Q).
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4 Fixpunktmethoden fir nichtlineare
elliptische Gleichungen zweiter Ordnung

Fines der wichtigsten Instrumente bei der Behandlung nichtlinearer Probleme mit Methoden
der Funktionalanalysis sind Fizpunktsdtze.

Definition 4.1: Fixpunkt

Sei X ein Banachraum und 7: M C X — X eine Abbildung. Eine Punkt x € M mit
Tx = x heilt Fizpunkt von T.

Die grundlegende Technik ist immer gleich. Angenommen, wir kénnen Probleme der Form

Alu) = f

“gut” l6sen, zum Beispiel im Sinne, dass ein wohldefinierter Lésungsoperator Y 3 f+— u € X
zwischen geeigneten Banachrdumen Y und X existiert. Wir sind nun interessiert an Losungen

des Problems
A(u) = F(u).

Eine schon aus fritheren Vorlesungen zu z.B. gewéhnlichen Differentialgleichungen bekannte Idee
ware es, die folgende Reformulierung zu betrachten: Wenn F' hinreichend gut X — Y operiert,
so betrachte fiir v € X die Abbildung T': v +— u, so dass u € X die Lésung von

ist. Dann ist u genau dann die gesuchte Losung des obigen Problems, wenn T'(u) = u gilt, also,
wenn v ein Fixpunkt von 7" ist. (Aus Knappheitsgriinden schreiben wir, wie in der vorhergegangen
Definition, auch oft T'u statt 7'(u).)

Im folgenden Abschnitt studieren wir die Anwendbarkeit von Fixpunktsidtzen zur Loésung
nichtlinearer partieller Differentialgleichungen fiir den speziellen Fall eines elliptischen Differen-
tialoperators zweiter Ordnung. In obiger Notation ist also

A(u) == Lu = -V - (aVu) +b- Vu+ cu.
In diesem Fall ist also der gegebene Operator, fiir den bereits geeignete Theorie existiert, selbst
linear; das muss fiir obiges Fixpunktprogramm aber nicht unbedingt der Fall sein.

Die genauen Ausgestaltungen der bislang nicht klar definierten genaueren Anforderungen
an die involvierten Funktionen héngen von den verschiedenen Fixpunktsédtzen ab. Einer der
bekanntesten Fixpunktsitze ist der Banachsche Fixpunktsatz. Mit dessen Hilfe kann zum
Beispiel der Satz von Picard-Lindeltf bewiesen werden, der eine eindeutige Losung bestimmter
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gewohnlicher DGLen sichert. Im Gegensatz zu anderen Fixpunktsitzen liefert der Fixpunktsatz
von Banach auch die Eindeutigkeit des Fixpunktes; die Annahmen sind allerdings auch stark.
Klassische Einsatzgebiete dieses Satzes sind Probleme, bei denen sich die Nichtlinearitat als
geeignete Storung eines dominanteren Operators interpretieren lésst.

Dariiber hinaus studieren wir den Fizpunktsatz von Schauder. Dies ist ein Satz aus der Topologie,
der mit Hilfe des Fizpunktsatzes von Brouwer bewiesen wird. Aus ihm kann man unter anderem
den Satz von Peano herleiten, der ebenfalls die Existenz einer Losung einer gewohnlichen DGL
sichert; der Satz macht keine Eindeutigkeits-Aussage. Es lasst sich eine anwendungsreiche
Version des Satzes fiir nichtlineare und in geeignetem Sinne kompakte Operatoren formulieren,
welche eine zentrale Rolle in der nichtlinearen Funktionalanalysis spielt. Auferdem studieren
wir als Variante des Schauderschen Fixpunktsatzes den Fizpunktsatz von Schaefer/Satz von
Leray-Schauder, welcher in den Anwendungen fiir nichtlineare partielle DGLen oft besonders
niitzlich ist.

Die folgenden Beispiele illustrieren, wie die Behandlung diverser nichtlinearer Probleme auf die
Losung von Fixpunktproblemen zurtickgefithrt wird:

— Beispiel
(i) Nullstellenbestimmung nichtlinearer Funktionen:
F(z)=0.

Diese Gleichung kann auf verschiedene Arten als ein Fixpunktproblem fiir einen
Operator T umformuliert werden:

Tx :=x — F(z) (einfachste Methode),
Tx =z —wF(x) (lineare Relaxation mit w > 0),
Tz =z — [F'(z)] _IF(iﬂ) (Newton-Verfahren).

Umgekehrt formuliert man Fixpunktprobleme auch oft in Nullstellenprobleme um,
um das Newton-Verfahren zur numerischen Berechnung heranziehen zu kénnen.

(ii) Gewohnliche Differentialgleichungen:
Y (t) = f(t.y(t)),
y(0) = vo-

Fiir eine gegebene stetige Funktion f: R x X — X ist dieses Anfangswertproblem
dquivalent zur Integralgleichung

y(t) =yo + /Ot f(s,y(s))ds.

Dieses ist wiederum dquivalent zum Fixpunktproblem fiir den folgenden Operator
T: X — X:

(Ty)(t) = yo + /0 t f(s,y(s))ds.
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(iii) Nichtlineare partielle Differentialgleichungen:

—Au = f(u) in Q,
u=0 auf 09,

wobei f: R — R eine gegebene nichtlineare Funktion ist und die Funktion u gesucht
wird. Dieses Problem schreiben wir mit Hilfe von

Tu= (~8)7(f(w)

in ein Fixpunktproblem um, wobei (—A)~! zum Beispiel im Sinne eines schwachen

Losungsoperators L2(Q) — HE(2), wie in Abschnitt etabliert, zu verstehen ist.

In den obigen Beispielen wurden zunéchst keine Eigenschaften der Losungen und Nichtlineari-
titen (wie z.B. Stetigkeit, Differenzierbarkeit) spezifiziert. Geeignete Kombinationen aus den
Annahmen bzw. Eigenschaften im Problem und passenden Funktionenrdumen zu identifizie-
ren, in denen wir die Fixpunktformulierung aufsetzen und nach Losungen suchen, ist eine der
Hauptaufgaben bei der Anwendung von Fixpunktsétzen, und allgemein der Losung nichtlinearer
Probleme.

4.1 Banachscher Fixpunktsatz

Strategie: Finde einen Fixpunkt einer Abbildung T als Grenzwert der Iteration z,11 = Txy,.

— Satz 4.2: Banachscher Fixpunktsatz

Sei X ein Banachraum, sei M C X eine nichtleere, abgeschlossene Menge, und sei T: M C
X — M eine Kontraktion, d.h. fiir ein ¢ < 1 gelte

Tz — Tyl <qllz -yl  (xr,y e M).

Dann hat T einen eindeutigen Fixpunkt Z € M und die durch x,,41 = T'x,, definierte Folge
() konvergiert fiir jedes zo € M gegen T.

Beweis. Ohne Einschrankung sei M = X, denn (M, || - | x) ist ebenfalls ein Banachraum, da
M C X als nichtleer und abgeschlossen im Banachraum X angenommen war.

Eindeutigkeit: Fiir zwei Fixpunkte x # y liefert die Kontraktionseigenschaft

e =yl =Tz =Ty <gllz =yl <llz -9l # = z=yv

Existenz: Sei xg € X beliebig. Wir betrachten die iterierte Folge x,,+1 = Tx,. Nach Vorausset-
zung ist
[#n41 = @nl| = [ T2n — Ton1]| < qllzn — zn|

und Induktion liefert
[Zn+1 — 2nll < ¢"|lz1 — 20]-
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Zusammen mit der Dreiecks-Ungleichung folgt fiir beliebige m > 0 mittels Teleskopsumme

m—1
|1 Tnrm — 2nl| < |l Tnter1 — Tngell
=0
m—1
< q" @1 — o]
=0
1— qm qn
=q" |21 — 2ol < lz1 — 2ol — 0.
I—q 1—gq

Somit ist (x,) eine Cauchy-Folge im Banachraum X und besitzt folglich einen Grenzwert 7.
Die Abbildung T ist als Kontraktion global Lipschitz-stetig und es folgt
Tz = T( lim xn) = lim Tz, = lim z,11 =7=. ]
n—oo n—oo n—oo
Der Banachsche Fixpunktsatz verwendet mit der Kontraktionseigenschaft eine starke Vorausset-
zung an T'. Andererseits ist die Aussage sehr stark: der Satz gilt in beliebigen Banachrdumen

(sogar in allgemeinen vollstdndigen metrischen Rédumen), und es wird keine weitere strukturelle
Eigenschfat wie Konvexitdt oder dhnliches bendtigt.

Man kann auch leicht explizite Fehlerabschatzungen fiir die Iterationsfolge angeben:

n

|z —Z|| < lq |1 — @0 (a-priori Abschétzung)
|zt —Z| < . a |Tnt1 — znll (a-posteriori Fehler-Abschétzung)
|znt1 —Z|| < qllzn — T (lineare Konvergenzrate)

Die folgenden Gegenbeispiele zeigen zudem, dass keine der nichttrivialen Voraussetzungen des
Banachschen Fixpunktsatzes weggelassen werden kann:

e M =(0,1), Tz = 5: M ist nicht abgeschlossen, T" besitzt keinen Fixpunkt in M.
o M =R, Tr =5+ x—arctanz: Fiir die Ableitung von T gilt

1

T'(z)=1-— ——
(@) =1- 7=

und somit folgt nach dem Mittelwertsatz fiir ein £ € (x,y):

\Tx—Tyr:'l z—y.

b

1+¢2
Damit ist 7" ist kontraktiv, aber nicht g-kontraktiv (wieso?), und 7" hat in R auch keinen
Fixpunkt.

Beispiel 4.3: Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes

Sei O C R” ein beschrianktes Gebiet, f € L?(2) und b: R® — R Lipschitz-stetig mit
hinreichend kleiner Lipschitz-Konstante L < Cp', wobei Cp die Konstante aus der
Poincaré-Friedrichs Ungleichung (Satz |3.28]) fiir Q und p = 2 sei. Dann hat das semi-
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lineare Anfangswertproblem

—Au+b(Vu) = f(x) inQ,

(4.1)
u=20 auf 00

eine eindeutige schwache Losung u € Hg (). Mit einem C2-Rand 0 gilt ferner u € H?(1).

Beweis. Wir schreiben die Gleichung in eine lineare Gleichung mit neuer rechter Seite, parame-
trisiert durch v € H}(Q2), um:
—Au = f—b(Vv). (4.2)

und betrachten den assoziierten Losungsoperator

T: H(Q) — HN(Q), visu=|T() = (—A)"(f —b(Vv)) |

Zuniichst miissen wir zeigen, dass T' wohldefiniert ist, d.h. zu gegebenem v € H{ () gibt es eine
eindeutige Losung u = Tv € H}(Q) von (#.2). Besitzt T einen Fixpunkt mit Tu = u, so ist
dieser Losung der nichtlinearen Gleichung.

T ist wohldefiniert: Sei v € H{(Q). Da b Lipschitz-stetig ist, folgt b(Vv) € F € L%(2). Dazu
beobachten wir zunéchst, wobei L die Lipschitzkonstante von b bezeichnet:

b(y)| < [b(y) — b(0)] + [6(0)] < My| +[b(0)]  (y € R").
Also ergibt sich
/}b(vv(x))fdx < 2[b(0)]2]9] +2L2/\vu(x)\2dx
Q Q

und damit b(Vov) € L%(Q), da Vv € L*(Q), was auch f — b(Vv) € L*() impliziert. Nach
Satz hat die lineare Gleichung (4.2) also eine eindeutige schwache Lésung u € H} (), und
T ist wohldefiniert.

T ist ¢-Kontraktion: Um den Fixpunktsatz von Banach anwenden zu koénnen benétigen
wir die g-Kontraktivitét von 7. Wir wihlen dazu als Norm |u|g1(q) = [[Vul[12(), siehe die
Poincaré-Friedrichs Ungleichung (Satz [3.28)).

Nach Konstruktion erfillt © = Twv die schwache Formulierung

/ Vu-Vedr = / (f = b(Vv))pda (o € Hy (). (4.3)
Q Q

Seien w1 = Ty und ug = Tve. Wir setzen ¢ = u; — ug in die jeweiligen schwachen Formulierun-
gens (|4.3) ein und ziehen diese voneinander ab. Das ergibt:

ur — a2y g = / V(1 — up)[? dz = —/ (5(Vor) — b(Von)) (w1 — up) da,
Q Q
und weiter mit der Lipschitz-Eigenschaft von b und der Poincaré-Friedrichs Ungleichung:

ur — w2y ) < [[B(V01) = b(V02)|| o llur — 2] 20
< Loy — va gy o) lua — uzllrz(q)

< CpL|v; — V2| g () lua — “2’H6(Q)'
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Also ist T Lipschitz-stetig mit Konstante CpL. Falls L < C’;l, ist T eine ¢-Kontraktion mit
q = CpL < 1. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz [£.2) hat T" also einen eindeutigen Fixpunkt
u € H}(R), der dann das semilineare Anfangswertproblem (4.1)) eindeutig 16st.

Die H2-Regularitiit von u, falls 9Q ein C?-Rand ist, folgt aus dem globalen Regularitiits-Satz
und der Beobachtung, dass weiterhin f — b(Vu) € L?(9) gilt. O

Da es einen Zusammenhang zwischen der optimalen Konstante in der Poincaré-Friedrichs
Ungleichung und dem minimalen Eigenwert von —A gibt (vgl. Ubung), lisst sich die Bedingung
L < C’;l im vorigen Beispiel auch im Sinne einer hinreichend kleinen Stérung b(Vu) des
dominanten Differentialoperators —Auwu interpretieren.

Zum Beispiel diirfte man—ohne direkten Anwendungsbezug—die Nichtlinearitat b(y) := ﬁ|y|
wahlen.

Achtung: Im letzten Beweis war die Wahl der Norm auf dem Raum Hg (), beziiglich derer
die Fixpunktabbildung eine Kontraktion sein soll, durchaus wesentlich fiir die resultierende
Bedingung L < C’I;l. Hier ist also Vorsicht geboten. Zur Erinnerung: Auch im Beweis des
Picard-Lindelof Existenz- und Eindeutigkeitssatzes fiir gewohnliche Differentialgleichungen wird
iiblicherweise eine clevere Renormierung mit einer dquivalenten Norm vorgenommen, um eine
Kontraktion zu erzeugen.

Solche Techniken finden sich héaufig bei der Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes, da
dquivalente Normen zwar andere Konstanten erzeugen, aber nichts an der Zugehorigkeit zum
renormierten Funktionenraum &dndern, was oft schon die halbe Miete ist.

4.2 Fixpunktsatz von Brouwer

Der wohl einfachste Fixpunktsatz ist das folgende, aus der reellen Analysis bekannte Resultat:
Eine stetige Funktion f: [—-1,1] — [—1, 1] hat mindestens einen Fixpunkt 7.

Beweis. Setze g(x) = f(x) — x. Dann ist g(—1) > 0 und ¢(1) < 0. Da g stetig ist, existiert eine
Nullstelle Z in [—1, 1]. (Nullstellensatz von Bolzano!) O

Tatséchlich gilt ein analoges Resultat in beliebigen endlich-dimensionalen Radumen. Dieses ist
an vielen Stellen der Analysis und verwandter Teilgebiete wie der Topologie von zentraler
Bedeutung.

Satz 4.4: Fixpunktsatz von Brouwer

Sei B1(0) C R™ die abgeschlossene n-dimensionale Einheitskugel. Jede stetige Abbildung
T: B1(0) — B1(0) besitzt mindestens einen Fixpunkt.
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Der Beweis in hoheren Dimensionen n > 1 ist schwierig und erfordert tiefergehende topologische
Kenntnisse und Resultate. Ein relativ elementarer Beweis findet sich z.B. in ,
Abschnitt 8.4.1). Der Fixpunktsatz von Brouwer gilt nicht in unendlichdimensionalen Rdumen.
Der tieferliegende Grund hierfir (und fir viele andere unerfreuliche Sachverhalte) ist, dass
abgeschlossene Kugeln in unendlichdimensionalen Vektorraumen nicht kompakt sind.

— Beispiel 4.5

Wir betrachten den unendlich-dimensionalen Banachraum

o0 o0 1/2
X =(Ng) = {x = (zo,x1,T2,...): Z |20 |* < oo} , ]2 = (Z |mn|2> .

n=0 n=0

Fiir dessen abgeschlossene Einheitskugel By (0) = {x € £2(Np): ||z|2 < 1} sei die Abbildung

T: B1(0) — B1(0) definiert durch

T(z) = <@/1 — |23, zo, z1, x2, . . ) (z € B1(0)).

Offensichtlich gilt

oo
IT ()3 = (1= l|z]3) + ) leal® = 1, (4.4)
n=0
also ist T" wohldefiniert und eine Selbstabbildung von Bj;(0) in sich selbst. (Tatséchlich
ist BildT C 0B1(0).) Auferdem ist T stetig: Sei (z3) C £2(Np) eine Folge mit z — z in
0*(Np) fiir k — oo. Es ist

2
|T@) - T@)[; = (VI=Tloells = VI=Tolz) +llzw —al} == o,

da ||zg|l2 = ||z||2. Die Abbildung T" hat aber keinen Fixpunkt: Ein Fixpunkt 2z = T'(x) €
B1(0) miisste wegen (4.4) ||z|l2 = ||Tz||2 = 1 erfiillen. Aber dann folgt iterativ

Tro — T(.’E)o = 1-— Hng = O, Ir1 = T(ac)l =Xy = 0, Tro = T(l‘)g =1 = 0,

also x = Tx = 0. Aber das ist natiirlich ein Widerspruch zu ||z||2 = 1. Also kann es keinen
Fixpunkt von T geben.

Der Fixpunktsatz von Brouwer lasst sich auf beliebige endlichdimensionale Banachrdume
verallgemeinern, und fiir Mengen M, die homéomorph zur Einheitskugel sind. Dies sind z.B.
alle nichtleeren konvexen und kompakten Mengen des R".

Satz 4.6: Fixpunktsatz von Brouwer, allgemeine Version

Sei X ein endlichdimensionaler Banachraum und M C X eine nichtleere, konvexe und
kompakte Menge. Die Abbildung T: M — M sei stetig. Dann hat T einen Fixpunkt.

Auch hier kann keine der nichttrivialen Voraussetzungen weggelassen werden:
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e M =R, T(z)=x+ 1: M ist nicht beschrankt und 7" hat keinen Fixpunkt.
o M =[-2,-1]U][L,2] und T'(x) = —x: M ist nicht konvex und 7" hat keinen Fixpunkt.
e M =10,1], T(0) =1 und T'(x) = 0 fiir  # 0: T ist nicht stetig und hat keinen Fixpunkt.

Im Vergleich zum Banachschen Fixpunktsatz hat der Fixpunktsatz von Brouwer den Vorteil,
dass die (starke) Kontraktionseigenschaft von T' nicht benttigt wird. Diese wird ersetzt durch
Eigenschaften der Menge M, zusétzlich muss die Raumdimension endlich sein, was selbst
natiirlich eine massive Einschrankung darstellt. Dennoch ist der Fixpunktsatz von Brouwer von
grofter Bedeutung, da der Fixpunktsatz von Schauder auf ihm aufbaut.

4.3 Fixpunktsatz von Schauder

In unendlichdimensionalen Rdumen X gilt der Satz von Brouwer in seiner allgemeinen Formu-
lierung wie in Satz [£.0] genauso, und heift dann Fixpunktsatz von Schauder:

Satz 4.7: Fixpunktsatz von Schauder, Version 1

Sei X ein Banachraum, und M C X eine nichtleere, konvexe und kompakte Menge. Die
Abbildung T: M C X — M sei stetig. Dann hat T einen Fixpunkt.

Achtung: Wir haben in Beispiel [£.5] gesehen, dass die vorige Aussage nicht fiir die abgeschlossene
Einheitskugel in einem unendlichdimensionalen Banachraum gilt. Das liegt daran, dass diese—wie
bereits erwdhnt—nicht kompakt ist. Die Implikation

“beschrankt + abgeschlossen — kompakt”

ist falsch in unendlichdimensionalen Vektorrdumen! Das ist tatséchlich der vermutlich grund-
legendste Grund, weshalb die Arbeit mit unendlichdimensionalen Vektorrdumen wesentlich
anspruchsvoller ist als mit endlichdimensionalen.

In diesem Sinne lesen sich die Aussagen der Fixpunktsétze von Brouwer und Schauder zwar
gleich, die Kompaktheits-Annahme in der Schauder-Version ist allerdings wesentlich restriktiver,
da in unendlichdimensionalen Vektorraumen kompakte Mengen sehr viel seltener sind als in
endlichdimensionalen, was die Quelle vieler Probleme und Umwege ist.

Beweis von Satz[{.7. Wir nutzen den Fixpunktsatz von Brouwer. Dazu werden wir 7" durch ste-
tige Operatoren mit endlichdimensionalem Bild approximieren. Diese Konstruktion ist unabéngig
vom Fixpunkt-Kontext.

Wir zeigen zunéchst, dass es zu € > 0 einen endlichdimensionalen Unterraum L. von X und
eine stetige Abbildung T.: M — M N L. gibt, so dass

|Tx — T.x|| < e (x € M)

gilt. Dies sieht man wie folgt:
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Konstruktion L.: Als stetige Funktion ist 7" auf der kompakten Menge M gleichméfig stetig,
d.h.
Ve>0 36=46(e)>0: |z—y|<d = |Te—Ty|<e.

Sei nun £ > 0 gegeben und setze § = d(¢) aus der vorigen Feststellung. Da M kompakt ist,
existiert eine endliche Menge {x1,...,znx} C M, so dass

N
M c | Bs(=i). (4.5)
i=1
(Wie genau?) Der Vektorraum
L. = span{T:ci: 1= 1,...,N}

ist per Konstruktion endlichdimensional. Folglich ist M N L. nichtleer, kompakt, konvex und
endlichdimensional.

Konstruktion 7;.: Wir definieren stetige Funktionen ;: X — [0,1] fir ¢ = 1,..., N durch

0 falls ||z — x| > 0,
Vil®) =00 el
— B2 falls [l — o] < 0.

(Skizze!) Dann ist supp ¢; C Bjs(x;) und da M kompakt ist, existiert ein ¢ > 0, so dass
N
Y Wix)=e>0  (ve M),
i=1

Mit Hilfe einer zugehdrigen (stetigen) Zerlegung der Eins zur Uberdeckung (4.5) von M,

¢i(x) ::;&i, i=1,...,N, igﬂ)l(x):l (x e M),
> j=1 () i—1

definieren wir eine geeignete Approximation von T auf K:
N
T.x = Zgbi(:c)Taci (x e M).
i=1

(Idee: T.x ist ein gewichtetes Mittel von T'x;, iber i = 1,...,N.)

Nach Definition ist T, stetig auf M mit Werten in M N L.. Fir x € M folgt weiter wegen
supp ¢; C Bs(x;) und der Konstruktion:

N N N
HTEx - Ta:” = HZ ¢i(x)[Tx; — Ta] H < Zd)l(:c)HTazz - T:UH < 52@(33) =e.
i=1 i=1 i=1

Approximation: Wir betrachten eine Folge €, — 0. Mit dem Brouwerschen Fixpunktsatz
folgt, dass jede Abbildung
Tsn: Lsan%LgnﬂM
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einen Fixpunkt z,, € M hat. Da M kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge (x,;); von
() mit Grenzwert z* in M. Aber dann folgt

j—o0
[T — ™| < |Ta™ = Tan|| + | Twn;, = T, @n, |+ Tz, 20, =27 —— 0,
T stetig 0 < sn]. = $nj
also ist x* ein Fixpunkt von T O

Im vorigen Satz haben wir verlangt, dass T auf einer kompakten Menge K operiert. Das kann
man oft umgehen; eine alternative Version des Schauderschen Fixpunktsatzes ist die Folgende:

Satz 4.8: Fixpunktsatz von Schauder, Version 2

Sei X ein Banachraum, und M C X eine nichtleere, konvexe und abgeschlossene Menge.
Die Abbildung T': M C X — M sei stetig, und T'(M) sei relativ kompakt. Dann hat T
einen Fixpunkt.

Diese Version baut auf dem folgenden Lemma auf, das auch fiir sich selbst eine schéne Aussage
ist:

— Lemma 4.9: Lemma von Mazur

Sei X ein Banachraum und M C X relativ kompakt. Dann ist die konvexe Hiille von M

m m
conv(M) = {y eX:dmeN:y= Zaiyi fir y; € M, «o; €0,1], Zai = 1}
i=1 i=1

ebenfalls relativ kompakt.

Man zeigt leicht, dass die konvexe Hiille conv(M) die kleinste konvexe Menge ist, die M
beinhaltet.

Beweis von Satz[{.8 Da M konvex ist, folgt aus T(M) C M auch conv(T(M)) C M, und
analog auch
conv(T'(M)) C M.

Die Einschrankung von T" auf conv(T'(M)) ist also wohldefiniert. Weiterhin gilt
T(conv(T(M))) CT(M) C conv(T(M)),

also bildet

T: conv(T(M)) — conv(T(M))

ab. Mit dem Lemma von Mazur folgt, dass conv(7'(M)) kompakt ist, zudem nichtleer und
konvex. (Wieso?) Also folgt mit der ersten Version der Fixpunktsatzes von Schauder, Satz
dass T einen Fixpunkt in conv(T(M)) € M hat. O
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In Anwendungen fiir nichtlineare Probleme werden die beiden vorigen Versionen des Schauder-
schen Fixpunktsatzes wie folgt benutzt: Zunéchst wird das Problem als Fixpunktproblem fiir
eine Abbildung 7" umformuliert. Dann wéhlt man einen geeigneten Raum X, in dem T stetig ist,
und eine abgeschlossene konvexe Menge M, so dass T': M — M abbildet. Dabei ist entweder
M kompakt oder T'(M) relativ kompakt. Die Kombination aus T': M — M (Selbstabbildung)
und der Kompaktheit ist die Schwierigkeit.

Beachte: Fiir die relative Kompaktheit von T'(M) reicht es, zu zeigen, dass jede Folge (x,) C M
eine Teilfolge (z, ) besitzt, so dass T'(zp, ) in X konvergiert; insbesondere muss hierbei nicht
gezeigt werden, dass die Teilfolge (x, ) selbst konvergiert.

Wir zeigen nun eine Beispiel-Anwendung fiir den Schauder-Fixpunktsatz. Dazu nutzen wir
folgenden Begriff:

— Definition 4.10: Carathéodory-Funktion

Sei U C R" eine offene Menge und sei f: U xR™ — R. Dann heiltt f Carathéodory-Funktion,
wenn gilt:

(i) Die Abbildung x — f(x,y) ist messbar U — R fiir jedes y € R™, und
(ii) fiir fast alle x € U ist y — f(x,y) stetig R™ — R.

Die Carathéodory-Eigenschaft stellt sicher, dass die Funktion x — f(x,u(x)) wieder messbar
U — R ist, wenn u z.B. aus einem LP(U)-Raum mit 1 < p < oo stammt.

Basierend auf dieser Beobachtung induzieren Carathéodory-Funktionen Abbildungen sogenannte
Nemyckii-Operatoren (“Einsetzungsoperatoren”) zwischen Funktionenrdumen. Solche Operatoren
treten in nichtlinearen Problemen in natiirlicher Weise auf. In den Ubungen zeigen wir folgendes
Resultat fiir die Lebesgue-Réume:

— Lemma 4.11: Nemyckii Operatoren zwischen Lebesgue-Raumen

Sei 2 C R™ ein beschrianktes Gebiet, und sei f eine Carathéodory-Funktion mit
[f(z,y) < Clyl"+ h(z)  (yeR™, fa ze),
wobei C' > 0 und 0 < h € LP/7(£2). Dann ist fiir max(1,7) < p < oo die Abbildung
w ful)): Q)™ = LP/7(Q)

wohldefiniert und stetig, und es gilt, mit einer weiteren Kosntanten C’ > 0,

1) oy < € [lullnym + 1l oy

— Beispiel 4.12: Anwendung des Fixpunktsatzes von Schauder

Sei €2 C R™ ein beschrianktes Gebiet und sei f: £ x R — R eine Carathéodory-Funktion.
Zudem gelte die Wachstumsbedingung

|f(z,y) <h(z)  (fa.z€Q, yeR),
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wobei h € LY (Q) mit % + % =1 und

2
1<g< o fallsn=1, 1<g< oo fallsn=2, 1<qg< n falls n > 3.
n —
Dann hat das Anfangswertproblem
—Au=f(-,u in Q,
[ u) (4.6)
u=~0 auf 09

eine schwache Losung u € Hg () und es gilt die Abschiitzung

lell g @) < 2000 L 0y

Beweis. Nach Definition ist u € H} () eine schwache Losung von (4.6]), wenn

‘/VM@'VMmdx—/f@m@»M@dw (p € HYQ) (4.7)
Q Q

gilt. Die rechte Seite der Gleichung ist wegen der Wachstumsbedingung an f wohldefiniert und
induziert ein Funktional auf H}(€2), also in H~1(). Das machen wir uns zunichst klar.

Mit den Sobolev-Einbettungssétzen [3.27 und [3.32) und der Wahl von ¢ gilt genau
HG(Q) < LY(Q).

Also induziert jedes g € L9 (Q) ein stetiges Funktional auf H} (), denn

/Qgsodw < gll e @l llza) < Cllgllpe )lelm@ (v € Hy()

mit der Einbettungskonstante Cg, der Norm der Einbettung HE(Q) < L4(Q), wobei wir in
diesem Beispiel Hg () wieder mit der Gradientennorm |u| a9 = IVul|L2(q)n betrachten. (Das
wird spéter noch relevant.) Insbesondere

ol < Collgllry,  17(9) = H(Q).
Da |f(z,u(x))| < h(z) mit h € LT (Q) fiir fast alle 2 € Q, folgt f(-,u(:)) € L7 () und
LG ul Dy < Colll (45)

fiir jedes u € H}(Q) . Damit ist die rechte Seite in (4.7) wohldefiniert und fillt in die Klasse
H~1(Q), die wir mit der Theorie aus Abschnitt behandeln kénnen.

Wir konstruieren nun die Fixpunktabbildung 7" und die Grundmenge M, um den Fixpunktsatz
von Schauder, Satz auf (4.6) anzuwenden.

Sei
M = { ve L2(Q): |ollgiy < N }

wobei wir N > 0 spéiter festlegen. Dann ist M eine kompakte und konvexe Teilmenge von
X = L*() (!): Konvexitiit ist wegen der Dreiecksungleichung klar. Weiterhin ist M per
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Definition beschriinkt in H}(f2), also nach dem Rellich-Kondrachov Kompaktheitssatz m
relativ kompakt in L?(£2). Um zu zeigen, dass M abgeschlossen in L?(1) ist, sei (v,) C M eine
Folge, die in L?() gegen v € L?*(Q) konvergiert. Es folgt fiir jedes ¢ € C§°(Q)™:

(Vv, ) ::—/U(V-go)da::— lim [ v, (V-¢)de= lim [ Vu,-pdz,
Q Q

n—oo 0 n—oo

also
(Vu,p) < lim_fup [Vonl 2@ llellzz@n < Nllellrz@n (v € Cg°(Q)).

Da C§°(Q)" dicht in L?(Q)" ist, folgt, dass Vv ein stetiges Funktional mit Norm hochstens
N auf L?(2)" induziert. Dieses diirfen wir wegen dem Rieszschen Darstellungssatz
(isometrisch) mit einer Funktion Vo € L?(Q) identifizieren, so dass (Vo,w) = (Vv,w)z2(q)n fiir
alle w € L2(Q)" gilt. Nach Konstruktion folgt weiter

(Vo.0) = (Vo = [ Vo-pdo== [0(V-0)de (e Cr(@),

also ist Vv auch tatséchlich der schwache Gradient von v, und es folgt v € M.
Fiir v € M betrachten wir nun das lineare Randwertproblem

—Au=f(0() e,

4.
u=20 auf 0. (4.9)

Dieses hat nach Satz eine eindeutige schwachen Losung u € H}(Q), da die rechte Seite
fiir jedes v € H3(Q) in H1() liegt, wie oben gesehen. Entsprechend definieren wir 7' als
Losungsoperator

T:v—u=(=A)"1f(,v) = T(v).

Wir zeigen nun, dass T' die Menge M in sich selbst abbildet. Dies wird durch geeignete Wahl
des Parameters N erreicht: Sei v € M. Wir betrachten (4.9) in der schwachen Formulierung mit
der Testfunktion ¢ = w. Dies liefert mit (4.8)

[ulfzy ) = /Q\wdm— /Qf<x,v<x>>u<x> Ao < Cpllhll e o[l -

Mit der Wahl
N = CEHhHLq/(Q)

ist T" also eine Selbstabbildung M — M.

Es bleibt zu zeigen, dass T stetig in L?() ist. Lemma mit den Parametern p = 2 und
r= %, sowie C = 0, zeigt, dass der Nemyckii-Operator

v f(-, ) L2Q) — LY (Q)
stetig ist. Nach Satz [3.43] ist
(=A™ LY(Q) = HHQ) = HY(Q) = L*(Q)

stetig, also auch die Verkettung T': v — (—A)~!f(-,v) der beiden vorgehenden Abbildungen als
Abbildung L?(2) — L%(Q).
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Nun kann der Fixpunktsatz von Schauder in der Form von Satz [4.7] angewendet werden und
liefert einen Fixpunkt u = T'(u) € M von T in L?(f2). Insbesondere ist u € Hj(£2) und als
schwache Losung des Problems (4.6) erfiillt es

lull gy < 2 Cul)la-10) < 207l L0 )
nach der Abschitzung aus Satz [3.43 O

Wir schlieffen den Abschnitt mit weiteren einer Variante des Schauderschen Fixpunktsatzes,
welche in den Anwendungen fiir nichtlineare partielle DGLen oft sehr niitzlich ist.

— Satz 4.13: Fixpunktsatz von Schaefer/Satz von Leray-Schauder

Sei X ein Banachraum und T': X — X sei stetig und bilde beschriankte in relativ kompakte
Mengen ab. Weiter sei die die skalierte Fixpunktmenge

F::{xeX:x:)\Txmit)\E[O,l]}

beschrankt. Dann hat T einen Fixpunkt z*.

Beweis. Wir fiihren den zu beweisenden Satz auf den Fixpunktsatz von Schauder zuriick.

Sei zundchst R > 0 so grof, dass

F C Bgjp(0), also |z < (x € F). (4.10)

v | 3

Sei B := Bg(0). Wir verkniipfen die Projektion auf B mit 7" und erhalten

(4.11)

fTEﬁ wenn ||Tz|| > R.

{T:c wenn ||Tz|| < R,
Sx =

Offensichtlich gilt S: X — B und S bildet weiterhin beschrénkte in relativ kompakte Mengen ab,
da die Projektion auf B stetig ist. (Im Zweifelsfall: direkt mit Folgenkompaktheit nachrechnen.)
Insbesondere ist S(B) als Bild der beschrinkten Menge B relativ kompakt. Zudem ist B
klarerweise nichtleer, konvex und abgeschlossen. Also konnen wir den Fixpunktsatz von Schauder,
Version 2, Satz fiir die Abbildung S: B — B einsetzen.

Demnach hat S einen Fixpunkt z* € M. Dieser ist tatséchlich auch ein Fixpunkt von T, denn
wére dies nicht der Fall, dann folgt Sz* # T'z*, also nach Konstruktion in (4.11))

i = Spt = \|TR*HT‘”’“”*’ 7o > R 2" = R.
X

Aber das bedeutet R
¥ = \Tz* fir =—— <1,
| Tz

also z* € F und daher
2" < R/2

nach Konstruktion von R in (4.10)). Das ist ein Widerspruch, also ist * doch ein Fixpunkt von
T. O
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Im Kontext des Fixpunktsatzes von Schaefer existiert also ein Fixpunkt fiir 7', falls man
alle méglichen Fixpunkte der Familie von Operatoren AT fiir 0 < A < 1 beschridnken kann.
Achtung: Es ist nicht angenommen, dass solche Fixpunkte existieren!

Dieses Prinzip héngt mit sogenannten a-priori Abschdtzung zusammen: Lassen sich geeignete
Abschétzungen fiir Losungen von nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen beweisen, unter
der Annahme, dass solche Losungen existieren, dann existieren die Losungen—im Kontext von
Satz auch tatsichlich. Insbesondere darf man mit (angenommenen) Losungen hantieren
und die volle Flexibilitdt des Losungsbegriffes ausnutzen.

Ein weiterer Vorteil des Fixpunktsatzes von Schaefer ist, dass man nicht explizit eine konvexe,
kompakte Menge finden muss, in der der Fixpunkt gesucht wird. Dies iibernimmt bereits die
Formulierung des Satzes. Eine gleichméfige Abschitzung ist nur fiir die Menge der Fixpunkte
von AT nétig.

Eine unmittelbare spezielle Folgerung von Satz ist, dass T', welches beschrénkte in relativ
kompakte Mengen abbildet und strikt sublinear ist, auch einen Fixpunkt besitzt:

— Folgerung 4.14

Sei X ein Banachraum und 7': X — X sei stetig und bilde beschréinkte Mengen in relativ
kompakte ab, so dass fir § > 0 und « € [0, 1) gilt:

[Tz)| <allzf|+5 (2 e X).

Dann hat T einen Fixpunkt.

Beweis. Sei x € F = {x € X: x = ATz mit A € [0,1]}. Dann folgt
2]l = [ATz|| = ATz < Aallz] + A8 < oz + 5,

also

p
1—a
und F' ist beschrankt. Nach Satz hat T einen Fixpunkt. O

]| <

— Beispiel 4.15: Anwendung des Fixpunktsatzes von Schaefer

Sei  C R™ beschriinkt, 99 ein C?-Rand und sei b: R® — R Lipschitz-stetig mit Konstante
L. Dann hat das Anfangswertproblem
—Au+b(Vu) + pu =0 in Q,

(4.12)
u= 0 auf 012,

fiir jedes u > max(L, L?/4) eine eindeutige schwache Losung u € H(Q) N H2().
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Beweis. Zunéchst halten wir fest, dass, analog wie in Beispiel die Lipschitz-stetige Funktion
b eine Wachstumsbedingung erfiillt:

b(y)l < Lly| + [6(0)]  (y €R"),
wobei L die Lipschitz-Konstante ist. Insbesondere gilt
1
16(Vo) | 2(0) < LIVl L2 + LIBO)QIZ (v € Hy()). (4.13)

Wir betrachten, wie iiblich, zwecks Konstruktion des Fixpunktoperators T" die Linearisierung

des obigen Problems,
—Au + pu = —b(Vv) in Q,

(4.14)
u= 0 auf 0.

Definition der Fixpunktabbildung T: Wir wiihlen als Banachraum X = H}(f2); das bietet
sich nach (4.13) an, denn die rechte Seite in ({.14)) ist eine L*(Q)-Funktion fiir jedes v € Hg(Q).

Wir definieren 7" als den Losungsoperator des linearen Anfangswertproblems (4.14]) in Abhén-
gigkeit von v:

T: Hy(Q) — H}(Q), v u=(—A+4p) H(=b(Vv)) = T(v).

Das ist nach Satz|3.43|wohldefiniert, entsprechend ist u = T'(v) € H{ () die eindeutige schwache
Loésung von (|4.14]) mit

lull 1) < 216(V0)|lz-1(0) < ClIB(VV)]|L2(0)- (4.15)
Dank der Annahme an den Rand 0f2 folgt sogar nach Satz

uwe€ H*(Q)NHH(Q) und [l 720y < CIB(VV)| L2(0)- (4.16)

Eigenschaften von T

(1) Die Abbildung v — —b(Vwv) ist Lipschitz-stetig H}(2) — L%*(Q), ebenso ist der Lo-
sungsoperator (—A + u)~! stetig L2(Q) — Hg(Q). Damit ist auch T: H}(Q) — H(Q)
stetig.

(2) Nach (4.13) bildet v — b(Vwv) beschréinkte Mengen in H}(£2) auf beschréinkte Mengen
von L*(Q2) ab. Weiter werden nach und die beschrénkten b(Vv) durch
(—=A + p)~! auf beschriinkte Mengen in H2(Q) N H} () abgebildet. Diese sind nach dem
Rellich-Kondrachov Kompaktheitssatz kompakt in H ().

Also ist T stetig und bildet beschréinkte Mengen in Hg () in relative kompakte Mengen, ebenfalls
in H}(), ab.

Beschranktheit der Fixpunkte von AT Wir zeigen, dass die Fixpunktmenge

M::{ueHg(Q);u:ATumitAe[o,u}
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beschriinkt in Hg () ist. Sei dazu u € M und ohne Einschriinkung A = 0. (Sonst folgt v = 0 und
das ist beschrénkt.) Dann erfiillt ¥ = Tu mit v € H*(Q) N Hj(2) die schwache Formulierung

von u u
A (5) e (3) = 0w
In dieser testen wir mit Au € H}(Q2) und erhalten
/ [|vu\2 + Muﬂ do = —/ A(Vu)udz < / [L]Vu| + |b(0)@ lu dz.
Q Q Q

Mittels Young Ungleichung (3.26)) (¢ = ﬁ) folgt also

1 2
/ [\Vu|2—|—,uu2} dz < / \Vu|—i—M dx+L/u2dw
Q 4 Ja L Q

1 [6(0) [

2 2

Damit erhalten wir

pOPI2]

. 1
min(}, 1 L)[uldy o) < 5 /Q Vul2de + (u— L) /Q utdr < POL

Fiir p > L ist M also beschrankt. (Fiir b(0) = 0 folgt sogar M = 0, das ist aber auch nicht
verwunderlich, da in diesem Fall u = 0 natiirlich eine Losung von (4.12)) ist!)

Nach dem Fixpunktsatz von Schaefer hat T also einen Fixpunkt Tu = u € H}(Q) N H?().

Eindeutigkeit: Angenommen, es giibe zwei schwache Losungen uy,us € Hg () von (4.12).
Dann ist die Differenz v = u; — ug schwache Losung von

—Av 4+ b(Vuy) — b(Vuz) + pv = 0.

Wir testen die schwache Formulierung dieses Problems mit v € H}(2) und erhalten:
0= / [|Vv|2 + (b(Vur) — b(Vug))v + ,LL’UQ} dz.
Q
Mittels der Lipschitz-Eigenschaft von b gilt

/ (b(Vur) = b(Vug))vdz > —/ 6(Vuy) = b(Vug)| |v] dz > —L/ |Vl |v] dz,
Q Q Q

also, eingesetzt und quadratisch ergénzt,

0= /Q“VU\Q + (b(Vur) — b(Vug))v + /M)Q} dz

> / [1V0f? — L190] o] + ?] da
Q

2 2
:/ <]Vv| —L|v\> dz + (u— L) / v? de.
Q 2 4/ Ja

Fiir > L?/4 ergibt sich v = 0, also u; = us. O
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